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Indledning

For at laese og forstd dette speciale, anbefales det at lseseren har
tilegnet sig en viden om grafteori der mindst svarer til kurserne
Grafteori I og Grafteori IT som udbudt ved Institut for Matematik
og Datalogi pa Odense Universitet.

Notationen vil som hovedregel fglge notationen som givet i [10],
men der kan forekomme notation der afviger herfra, som regel pga.
en til tilfseldet mere passende notation i de anvendte artikler. Den
anderledes notation vil dog i disse tilfzelde blive praesenteret for
laeseren. Omme bag i specialet findes ogsa en kort symbolliste som
lzeseren kan konsultere, ikke kun i tvivlstilfeelde, men ogsa for at
koordinere med sin vanlige notation. Alene for det listekroma-
tiske tal kan man séledes stgde pa notationer som x;(G), xuist(G),
ch(G), og den her anvendte x(G).

Specialet menes at daekke bredt, og kommer bl.a. ind pa Brooks’
Seetning, Eulerske orienteringer, Plane grafer, og ulgste problemer.
Der forteelles ogsa om kant-liste-farvninger og kort om total-liste-
farvninger.

Litteraturhenvisninger findes bagest i specialet.
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Kapitel 1

Indledende definitioner og
resultater

1.1 Listefarvningsbegrebet

Inspireret af [1] og Definition 8.4.22 i [10], folger de i dette spe-
ciale benyttede definitioner af nogle grundlaeggende listefarvnings-
begreber.

Definition 1.1.1. Lad G veaere en graf med n punkter, n € N U
{0}. Lad der til alle punkter v € G vaere knyttet en liste af farver,
S(v). En tildeling af praecis ét element ¢, € S(v) til punktet v for
alle v € G kaldes en listefarvning af grafen G mht. de givne lister
S(v) hvis der geelder at vu € E(G) = ¢, # ¢, for alle kanter vu
iG.

For en konstant k kaldes G k-listefarvelig hvis det for enhver
tildeling af lister med & elementer til hvert punkt v € G er muligt
at listefarve G. Det listekromatiske tal X(G) er det mindste k sa
at G er k-listefarvelig.

For en funktion f : V(G) — N kaldes G f()-listefarvelig hvis
det for enhver tildeling af lister med f(v) elementer til hvert punkt
v € G er muligt at listefarve G.

Note 1.1.2. Den tomme parantes i “ f()-listefarvelig” er medtaget
for at understrege at f er en funktion, i modsaetning til at veere
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2 KAPITEL 1. INDLEDENDE DEFINITIONER OG RESULTATER

en konstant. Dette er praktisk i visse situationer, idet man f. eks.
ofte i forbindelse med listefarvelighed benytter bogstavet “d” bade
som konstant, og som funktion, sdsom i valensfunktionen d(v) =
dg(v) = valensen af v i G. Udtrykkene “d-listefarvelig”’ og “d()-
listefarvelig” viser saledes med det samme hvad der tales om.
Listefarvning ses at veere en udvidelse af den almindelige farvn-
ing, thi en k-farvning af grafen G kan opfattes som en listefarvning
af G, hvor alle listerne knyttet til punkterne i G er den samme
k-maengde. Heraf ses det let at x(G) < X(G) for alle grafer G.

1.2 f-grafer og Gallaigrafer

Et nyttigt lemma der skal bruges i det folgende, se [1], er

Lemma 1.2.1. Lad G wvere en sammenhengende graf og lad
H C G vere en ikke-tom!, induceret delgraf af G.
Da geelder

H er dy()—listefarvelig = G er dg()-listefarvelig.

Bewvis. En graf er d()-listefarvelig hvis og kun hvis alle dens sam-
menhangskomponenter er d()-listefarvelige. Da udsagnene “G in-
deholder en induceret, d()-listefarvelig delgraf H” og “G inde-
holder en sammenhengende, induceret, d()-listefarvelig delgraf
H” saledes er azkvivalente, kan man ngjes med at bevise lemmaet
for sammenhangende, inducerede delgrafer H.

Der anvendes induktion over antallet af punkter i G — H, m =
n(G — H). For n = 0 er udsagnet trivielt, thi H = G, og H er
d()-listefarvelig. Antag nu at udsagnet gaelder for alle m < k — 1
og lad m = k. Lad z € V(G) — V(H), hvor x har maximal af-
stand fra H i G. Den maximale afstand garanterer at G — x er
sammenhangende. Farv nu = med en vilkarlig farve fra z’s liste,
og slet denne farve fra listerne hgrende til x’s naboer hvis den

'Den tomme graf er den éntydige graf 0grqr med V(Dgrar) =0 0g E(@grar) = 0.
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forekommer der, og slet en vilkarlig farve fra de af z’s naboers
lister hvor den ikke forekommer. d()-listefarvningen af G kan nu
fuldfgres ifglge induktionsantagelsen. ]

Note 1.2.2. Kravet om at H ikke er den tomme graf er ngd-
vendigt, idet den tomme graf er en (induceret) delgraf af alle
grafer, og saetningen saledes ville klassificére alle grafer som vaerende
d()-listefarvelige, istedet for kun en bestemt klasse af grafer. Kravet
om ikke-tomhed af H naevnes igvrigt ikke i det originale lemma
pa side 142 i [1].

Note 1.2.3. Alternativt til at vise at udsagnene

e G indeholder en induceret delgraf H som er dp()-listefarvelig,
0g

e G indholder en sammenhaengende, induceret delgraf H som
er dy()-listefarvelig

er xkvivalente, kunne man vise at hvis delgrafen H ikke var sam-
menhaengende, ville G — x eventuelt have flere sammenhaengs-
komponenter?, og at der ville veere mindst én (ikke-tom) sammen-
haengskomponent fra H i hver sammenhaengskomponent i G — x.
Herefter kunne induktionsantagelsen anvendes pa hver sammen-
haengskomponent i G — . H kraeves ikke at veere sammenheaen-
gende 1 det oprindelige lemma i [1], og der tages ikke hensyn til
at G — x kan veere ikke-sammenhaengende pga. dette.

Hvis man vil afggre om en graf G er listefarvelig kan man
saledes ngjes med at finde en induceret delgraf i G der er d()-
listefarvelig. Den mindste (ikke-tomme) d()-listefarvelige graf er

2Betragt tilfzeldet hvor G bestar af et punkt v og 2 disjunkte 4-kredse, C} og C%,
hver forbundet til v med en kant. H kunne si besta af C} U C?, og eneste punkt som er
kvalificeret til at vaere punktet z med maximal afstand til H er v. G —z vil i dette tilfeelde
ikke veere sammenhaengende.
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Cy, og generelt er alle lige kredse og alle f-grafer (se Definition
1.2.4) d()-listefarvelige grafer med en simpel struktur.

Definition 1.2.4. En 6-graf er en simpel graf der bestar af 2
punkter, i og 7, © # j, samt af praecis 3 indre-disjunkte veje der
forbinder ¢ og 7, og 7 og 7 har begge valens 3, mens resten af punk-
terne i f-grafen har valens 2. En #-graf kan séledes specificeres ved
de 3 stileengder med notationen 0,p,., 1 < a < b < ¢, eller med de
3 stileengder og endepunkterne ¢ og j med notationen 3 .(¢, 5),
1<a<b<ec

Det naeste lemma bygger pé [3].
Lemma 1.2.5. Lad G vere en graf. Da er folgende udsagn cek-

vivalente:

Alle G’s blokke er ulige kredse og/eller komplette (1.1a)

grafer. -

Enhver induceret lige kreds 1 G har alle sine (1.1b)

diagonaler. '

Enhver induceret lige kreds ©+ G har en diagonal fra (1.1¢)
dc

ethvert af sine punkter.

Enhver induceret lige kreds + G har mindst

, (1.1d)

2 diagonaler.

G indeholder ingen induceret lige kreds uden (1.1¢)
e

diagonaler, og ingen induceret 6-graf.

Bewvis. (1.1a) = (1.1b): En lige kreds i G kan kun befinde sig i
en blok der er en komplet graf. En induceret lige kreds i G
vil saledes have alle sine diagonaler.
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(1.1b) = (1.1c¢): Triviel.

(1.1c) = (1.1d): Diagonaler fra nabopunkter pé en kreds er forskel-

lige. Er der derfor diagonaler fra alle punkter i en kreds, ma
der derfor ogsé veere 2 forskellige diagonaler.

(1.1d) = (1.1b): Pr. induktion efter kredsleengden 21, hvor kred-

sen vides at have (mindst) 2 diagonaler. For 2l = 4 inducerer
kredsen en K4 som har alle sine diagonaler. Antag at pas-
tanden er sand for alle lige kredse af leengde hgjst 21 — 2, og
at 20 > 6. Der deles op i 3 tilfeelde:

1. tilfeelde: (Se figur 1.1). Endepunkterne i én af diago-
nalerne (ac € E(G)) deler kredsen i 2 ulige veje ({q, ... , c}
med uret og {a,...,c} mod uret) som sammen med
delve diagonalen ac danner 2 lige kredse med laengder
skarpt mindre end 2[. Induktionsantagelsen kan siledes
anvendes pa de 2 mindre kredse til at opné diagonalerne
ab, be, ad og de, for alle valg af b, d € Cy — {a, c}. Disse
danner den lige kreds {a, b, ¢, d}, hvorved diagonalen bd
opnas. Da denne process kan gentages for alle b og d pa
kredsen, har Cy; alle sine diagonaler i dette tilfaelde.

2. tilfeelde: (Se figur 1.2) Diagonalernes endepunkter (a,d
og b, c) er placeret saledes at hver diagonal deler kred-
sen i to mindre, ulige kredse, diagonalerne krydser ikke
hinanden og kan evt. have ét falles endepunkt;
{a,...,d} U{a,d}, {d,...,a} U{a,d}, {b,...,c} U
{b,c}, og {c,...,b} U{b,c}, hvor alle vejene gar med
uret. Bemaerk at der eventuelt kan galde at a = b. Ve-
jene {a,...,b} og {c,...,d} ma have samme paritet,
idet f.eks. en ulige ab-ve] sammen med en lige cd-vej
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C a

2

C

Figur 1.1: Tilfeeldet hvor mindst én af diagonalerne (ac) deler Cy; i 2 mindre, lige
kredse.

ville betyde at bc-vejen ville vaere ulige fordi ad-vejen er
lige, hvilket er imod antagelsen. Pga. de éns pariteter
danner ab-vejen og cd-vejen sammen med diagonalerne
ad og bc en lige kreds med leengde skarpt mindre end 21
(da der mindst er ét punkt pa hver af be- og da-vejene).
Induktionsantagelsen giver os da diagonalen az, hvor z
er d’s nabo og det nastsidste punkt i cd-vejen. Da ad
deler den oprindelige kreds i to ulige kredse vil az dele
den i to lige kredse, og resten af diagonalerne fas vha.
tilfeelde 1.

C,

d X

Figur 1.2: Tilfeeldet hvor begge diagonalerne (ad og bc) deler Co; i 2 mindre, ulige
kredse, og hvor diagonalerne ikke krydser hinanden. Bemaerk at der eventuelt kan gelde
a=b.

3. tilfselde: (Se figur 1.3) De to diagonaler krydser hinan-
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den og begge deler hver for sig kredsen i 2 mindre, ulige
kredse. Betragt kredsene

Ly =A{a,...,b}uU{b,d}U{d,...,c} U{ca} og
Ly=HA{b,...,c}U{c,a}U{a,...,d} U{d,b}.

Pastand 1: L; og L, er lige kredse.
Pastand 2: |L;| < 2l eller |Ly| < 21, evt. begge.

Bevis for Pastand 1. Da vejen {a,...,b,...,c} er lige
(idet kredsen {a, ... ,c}U{c, a} er ulige), ma laengderne
af vejene {a,...,b} og {b,...,c} have samme paritet.
P4 samme méde ses at vejleengderne for {b, ..., c} og
{c,...,d} har samme paritet og at vejleengderne for
{c,...,d} og {d,...,a} har samme paritet. Dvs. vej-
leengderne for {a, ... ,b} og{c, ... ,d} har samme paritet,
og vejlengderne for {b,... ,c} og {d, ... ,a} har samme
paritet. Sammen med diagonalerne ac og bd danner disse
veje kredsene Ly og Ly. Da Ly og Lo séledes bestar af
to veje med lengder af samme paritet og to kanter der
forbinder endepunkterne pa disse, er Ly og Lo lige kredse.
Dette beviser Pastand 1.

Bevis for Pastand 2. Vi har at |Ly| + |Ly| = 21 4 4. Dvs.
at 3¢ € {1,2} : |L;j| < 1+ 2 < 2[, idet I > 2. Dette
beviser Pastand 2.

Det kan antages at |L1| < 2[ . Induktionsantagelsen kan
hermed benyttes til at opné en diagonal (az pa figur 1.3)
mellem a og ¢’s nabo z pa vejen {d, ... ,c} (mod uret).
Da ac deler den oprindelige kreds i to ulige kredse vil az
dele den i to lige kredse, og resten af diagonalerne i den
oprindelige kreds fas vha. tilfeelde 1.

(1.1b) = (1.1a): Antag at enhver lige kreds i G har alle sine di-
agonaler. Det skal vises at G’s blokke er ulige kredse og/eller
komplette grafer. Hvis G = K folger pastanden trivielt, sa
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Figur 1.3: Tilfeeldet hvor begge diagonalerne (ac og bd) deler Co; i 2 mindre, ulige
kredse, og hvor diagonalerne krydser hinanden.

antag at G har mindst én kant. Lad B veere en vilkarlig blok
1 G. Hvis B kun indeholder én kant er B = K5. Hvis B in-
deholder mere end én kant, vil B indeholde en kreds da en
blok er 2-sammenhangende. Lad K veere en laengste kreds i
B. Der kan nu deles op efter om K er en lige kreds, en ulige
kreds uden diagonaler, eller en ulige kreds med en diagonal.

1. tilfeelde: (Se figur 1.4.) K er en lige kreds. Da K =

{a,b,...,c,d,... a} er en lige kreds, har den alle sine
diagonaler, s4 K inducerer en komplet graf. Hvis der var
et andet punkt i B end punkterne i K (z i figur 1.4)
ville dette punkt veere forbundet til 2 punkter, b,d € K,
som ikke er naboer pa K, da K ellers ikke ville vaere en
leengste kreds. b’s nabo a pa K i retning mod uret ville
vaere forbundet med d’s nabo ¢ pa K i retning mod uret
da K inducerer en komplet graf. Men sa ville kredsen
{b,...,z,...,d,...,a,c,...,b} veere laengere end K,
hvilket er i modstrid med valget af K. Hvis en laengste
kreds K i B er en lige kreds, er B saledes en komplet
graf induceret af K'’s punkter.

2. tilfselde: (Se figur 1.5. )K er en ulige kreds uden diag-

onal. Hvis B kun bestar af K er B en ulige kreds og vi
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B °

Figur 1.4: K er en laengste kreds i blokken B. Hvis der var andre punkter i B end K's
punkter, ville kredsen {b,... ,z,... ,d,... ,a,c,... ,b} vaere laengere end K, alts8 en
modstrid.

er feerdige. Hvis B indeholder andet end K, lad os sige

punktet x, vil der veere 2 disjunkte veje, {z,...,a} og
{z,...,b}, fra z til K. Disse veje vil sammen med et af
kredssegmenterne {a, ... ,b} med eller mod uret, danne

en lige kreds. Denne lige kreds vil ifplge antagelsen have
alle sine diagonaler, specielt diagonalen ab. Dette er en
modstrid med antagelsen om K, sa B = K.

K

Figur 1.5: K er en lengste kreds i blokken B, og K er ulige. Hvis der var andre
punkter i B end K's punkter, ville K have en diagonal.

3. tilfeelde: (Se figur 1.6.) K er en ulige kreds med en di-
agonal. Kald diagonalens endepunkter a og b. Denne di-
agonal vil dele K i 2 mindre kredse, hvoraf den ene vil
veere lige og dermed have alle sine diagonaler iflg. in-
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duktionsantagelsen og er siledes en komplet graf. Denne
komplette grafs diagonaler deler K i andre lige og ulige
kredse der er mindre end K og man kan saledes vha. in-
duktionsantagelsen pavise samtlige diagonalers eksistens
i K sa at K inducerer en komplet graf. Hvis blokken
B indeholder andre punkter end dem pa K, vil man pa
samme made som i 1. tilfzelde kunne pévise en kreds i
B der er lengere end K, hvilket er i mostrid med an-
tagelsen om K. B vil derfor i dette tilfzelde besta af en
komplet graf induceret af K’s punkter.

K a

c
b

Figur 1.6: K er en lzengste kreds i blokken B, K er ulige og har en diagonal som deler
K i en lige og en ulige kreds.

(1.1d) = (1.1e): At (1.1d) medfgrer at G ikke indeholder en in-
duceret, diagonalfri kreds er trivielt. Det skal altsa vises at
G ikke indeholder en induceret 6-graf. Antag derfor at G in-
deholder en f-graf, 8,3 ., hvor de 3 veje med leengder a, b og
c kaldes hhv. A, B og C. To af de tre veje A, B og C' vil sam-
men udggre en induceret lige kreds i GG, idet to af leengderne
a,b og c enten vil vil veere lige eller ulige. Antag uden tab
af generalitet at B og C tilsammen udggr en induceret lige
kreds, BUC, i G. B U C vil derfor have 2 diagonaler i G,
hvoraf den ene muligvis er A. Den anden diagonal ma have
endepunkter i B U C, hvilket medfgrer at disse 2 endepunk-
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ter vil have for hgj valens til at veere i den inducerede -graf
a,p - Eksistensen af en induceret 6-gratf i G under forudseet-
ning af (1.1d) er saledes umulig, og implikationen er bevist.

(1.1e) = (1.1d): Trivielt, idet forste del af (1.1e) medfgrer at en-
hver induceret lige kreds mé have mindst 1 diagonal, og idet

enhver induceret kreds med praecis 1 diagonal er en -graf.
O

Definition 1.2.6. En graf der opfylder én af 1.1a- 1.1e og dermed
dem alle, kaldes en Gallaigraf.

En variant af Lemmaet s. 140 i [1] skal benyttes til at vise at
Gallaigrafer ikke er d()—listefarvelige.

Lemma 1.2.7. Lad G og H veere grafer med V(G) NV (H) =
{v}. Sd geelder

{G ikke dg() — listefarvelig,

. . . (1.2)
H ikke dg () — listefarvelig.

U
G U H ikke dgup () — listefarvelig. (1.3)

Bewis. Lad der veere givet Lg(z), Ve € V(G) og Ly(y), Yy €
V(H), Lg(v) N Lg(v) = 0 som umuligger en dg()—listefarvning
af G hhv. en dg()listefarvning af H. Tildel lister til punkterne i
G U H saledes:

t~

c(u), for u € V(G) — {v}
(u), foru e V(H) — {v}
Lg(u)U Ly (u), for u=w.

~

LGUH(U) =

G U H kan ikke dgup()—listefarves, thi en tildeling af en farve til
v fra L (v) vil umuliggere en dgum()—listefarvning af G-delen af
grafen, og en tildeling af en farve til v fra Ly (v) vil umuligggre
en dgug ()-listefarvning af H-delen af grafen. O
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Saxtning 1.2.8. Gallaigrafer er ikke d()—listefarvelige

Bewis. Induktion efter antallet af blokke, b, i Gallaigrafen G.

For b =1 er GG enten en ulige kreds eller en komplet graf, hvor
der i begge tilfeelde geelder at dg(z) = A(G) for alle z € G.
Hvis G er en ulige kreds er dg(z) = 2, og med lister S(z) =
{1,2} for alle x € G, ses G ikke at veere listefarvelig mht. listerne
S(z),z € G. Hvis G er en komplet m-graf, K,,, er dg(z) = m—1
for alle x € G, og G ses ikke at veere listefarvelig mht. listerne
S(z) = {1,2,...,m — 1} for alle z € G. (1.1a) i Lemma 1.2.5
giver saledes at hvis Gallaigrafen G kun har én blok, er G ikke
dg()-listefarvelig.

Saetningen antages at vaere sand for Gallaigrafer med faerre end
b blokke, b > 2. Hvis Gallaigrafen G har b > 2 blokke, vil G have
(mindst) et snitpunkt og kan deles i 2 grafer G’ og G"” med preecis
ét feelles punkt v, pd samme made som i Lemma 1.2.7. Idet G’ og
G" er Gallaigrafer og dermed ikke er hhv. dgi- og dgn-listefarvelige
pr. induktion, er G ikke dg-listefarvelig iflg. Lemma 1.2.7. Dette
beviser saetningen. ]

En “omvendt” version af Seetning 1.2.8, at en sammenhangende
graf der ikke er d()-listefarvelig er en Gallaigraf, geelder ogsé. Dette
resultat ses af den naeste saetning.

Saetning 1.2.9. Lad G vere en vilkarlig graf. Da geelder folgende
ekvivalens:

Ingen sammenhengskomponent i G er en Gallaigraf (1.4)

0

G er d() — listefarvelig (1.5)

Bevis. Antag fgrst at ingen sammenhaengskomponent i G er en
Gallaigraf. Dvs. at alle sammenhaengskomponenter ifglge (1.1e)
indeholder enten en induceret lige kreds eller en induceret 8-graf.
Disse to former for grafer er d()—listefarvelige, dvs. ifplge
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Lemma 1.2.1 er deres sammenhangskomponenter og dermed hele
G d()—listefarvelig. Antag nu at G er d()—listefarvelig. Sa er en-
hver sammenhangskomponent i G ogsé d()-listefarvelig. Men sé
kan ingen af G’s sammenhangskomponenter veere Gallaigrafer,
idet disse ifplge Seetning 1.2.8 ikke er d()—listefarvelige. O

Lemma 1.2.10. De eneste requlere, sammenhengende Gallai-
grafer er de ulige kredse og de komplette grafer.

Bevis. Lad G veere en regulaer, ssmmenhaengende Gallai-graf. An-
tag at GG ikke er en ulige kreds eller en komplet graf, dvs. G har
mindst 2 blokke og mindst ét snitpunkt. Bemaerk at enhver blok
indeholder mindst 2 punkter.

Hvis hver blok i G indeholder mindst 2 punkter der er snitpunk-
ter i G vil G veere 2-sammenhaengende, hvilket er i modstrid med
antagelsen om antallet af blokke i GG. G vil saledes have mindst
én blok B med kun 1 punkt, v, der er et snitpunkt i G (Det kan
faktisk vises at GG vil indeholde mindst 2 sadanne blokke, se f.eks.
leaf block argumentet i [10], side 140).

v vil saledes have skarpt storre valens (i G) end resten af punk-
terne i B, hvilket er i modstrid med antagelsen om at G er reguleer.
GG kan dermed kun have 1 blok og er derfor enten en komplet graf
eller en ulige kreds. O



14

KAPITEL 1. INDLEDENDE DEFINITIONER OG RESULTATER

Historisk:

Princippet i listefarvning af grafer, at knytte en liste af
farver til hvert punkt v i en graf GG, hvorfra en farve skal
veelges ved farvning, blev udviklet uatheengigt af Erdos, Ru-
bin og Taylor i 1979 i [1], og af V. G. Vizing i “Vertex
colourings with given colour (Russisk)”, Diskret. Analiz., 29
(1976), 3-10. Vizing blev fert til listefarvning via totalfarvn-
ing. En totalfarvning af en graf er en farvning af bade punk-
terne og kanterne i grafen, hvor adjacente elementer altid
far forskellige farver. ¥nskes en totalfarvning med k farver
kan man fgrst punktfarve grafen for derefter for hver kant
zy at fjerne farverne af x og y fra de mulige farver for xy.
Dvs. man opnér et liste-kantfarvningsproblem med lister af
leengde k& — 2 for hver kant.

Erdos, Rubin og Taylor studerede listefarvning som en
naturlig generalisation af seedvanlig farvning.

Gallaigrafer er opkaldt efter T. Gallai, der beskrev dem i
“Kritische Graphen I”, Publ. Math. Inst. Hungar. Acad. Sci.,
1963, Bind 8, pp. 165-192. Gallai studerede kritiske grafer,
dvs. grafer med kromatisk tal &k, hvor enhver agte delgraf
er (k — 1)-farvelig. En sddan graf har alle valenser > k — 1.
Gallai viste at delgrafen induceret af punkterne af valens
(k — 1) er en Gallaigraf.




Kapitel 2

Brooks’ seetning

2.1 Brooks’ oprindelige saetning

For envher graf G er x(G) < A(G) + 1. Dette ses let ved at
farve grafens punkter ét efter ét med den mindst mulige farve
fra meengden {1,2,...,A(G)}. Brooks’ Saetning skeerper denne
gvre graense nar der ses bort fra sammenhaengskomponenter der
er komplette grafer og/eller ulige kredse. Se f.eks. [2] s. 248-249.

Saetning 2.1.1 (Brooks’ Satning). Lad G vere en wvilkirlig
graf. Da gelder folgende ekvivalens:

{G 2 Ka@yn for A(G) # 2, (2.1)
G 2 C(2k+1), k>1 for A(G)=2. .
)

x(G) < A(G) (2.2)

Bevis. At (2.2) = (2.1) ses af, at x(K,,) = m og at x(Cog+1) = 3.
Det skal altsa vises at (2.1) = (2.2).
For A(G) = 1 indeholder G en K3 som har kromatisk tal 2.
For A(G) = 2 er sztningen en konsekvens af, at en graf er
2-farvelig hvis og kun hvis den ikke indeholder en ulige kreds.

15
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Lad nu A(G) > s, hvor s > 3. Det skal saledes vises at nar
G 2 K1, sa er G s-farvelig. Dette vises ved induktion over
'V(G)|. For |[V(G)| < 4 ses det let at pastanden er sand.

Hvis G ikke er sammenhangende, galder pastanden for hver
sammenhangskomponent ifglge induktionsantagelsen, og dermed
for hele G.

Hvis G har et snitpunkt, er hver blok s-farvelig, og disse s-
farvninger kan kombineres til en s-farvning af hele G.

Hvis G er 2-sammenhaengende, med en snitpunktsmaengde
{m,y} 0og G = G1 U GQ, V(Gl N Gg) = {:z:,y}, er G1 0og G2
begge s-farvelige ifplge induktionsantagelsen. Hvis zy € E(G) vil
x ta en farve forskellig fra y i begge de to s-farvninger, sa at de to
s-farvninger af G; og G2 kan kombineres til én s-farvning af hele
G. Hvis zy ¢ E(G) vil Gy U {zy} og Go U {zy} veere s-farvelige
eller (hgjst én af dem, pga. A(G) < s) veere lig med en K.
Sa er G s-farvelig, medmindre, lad os sige G, er en K 1. Dvs.
at sé er dg,(z) = dg,(y) = 1. Da s > 3 medfgrer dette at Gy
kan s-farves, sa at x og y far samme farve. G; = K1 — xy kan
ogsd s-farves pa en made si at x og y far samme farve, og de to
farvninger kan kombineres til en s-farvning af hele G.

Det kan saledes antages at G er 3-sammenhaengende. Ved at
farve punkterne i G sekventielt med den mindste, lovlige farve fra
1,2,3,..., fas (hojst) en (s + 1)-farvning af G. Hvis et punkt z
far farven s + 1, mé d(z) = s og de s naboer mé have farverne
1,2,3,...,s. Punktet z kan i denne situation omfarves med en
vilkarlig farve ¢, og den af z’s naboer med farven 7 kan omfarves
med en farve fra 1,2,...,s+1. Farven (s+ 1) kan séledes skubbes
fra z til en af z’s naboer, eller eventuelt forsvinde. Alle forekomster
af farven (s + 1) kan pa denne méde skubbes langs en vej sa de
forsvinder eller alle ender pa det samme punkt z’. Hvis d(z') < s
kan x' omfarves s& at en s-farvning af G opnés.

Det kan derfor nu antages at Yo € V(G) : d(v) = s. Lad
nu p,q € V(G),pqg ¢ E(G). Farven (s + 1) kan nu skubbes sa
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den enten forsvinder, eller kun forekommer pa ¢q. p vil 1 en sddan
farvning have 2 naboer, z og y med samme farve. Da G er 3-
sammenhaengende kan farven (s + 1) skubbes langs en sti uden
om béde z og y hen til p. Da z og y har samme farve og d(p) = s
kan p omfarves med en farve fra 1,2,...,s sd at en s-farvning af
G er resultatet. ]

Ovenstaende bevis er Brooks’ eget bevis fra 1941. Brooks’ Saet-
ning kan ogsé vises som en konsekvens af Seetning 1.2.9:

Alternativt bevis for Brooks” Setning. Start med at antage (2.1)
og at x(G) > A(G) + 1. Som for kan det antages at G er 2-
sammenhaengende. Grafen G er ikke d()-listefarvelig og har der-
for en sammenhangskomponent som er en Gallaigraf iflg. Saet-
ning 1.2.9. Men G har kun én blok og er derfor en ulige kreds,
Cag41, eller en komplet graf, Ka(gy4+1. Modstrid. ]

2.2 Udvidelse af Brooks’ Saetning

Seetning 1.2.9 udvider saledes Brooks’ Seetning. I det alternative
bevis for Brooks” Saetning (i afsnit 2.1) kan x derudover erstat-
tes af X, og sd haves ogsd et alternativt bevis for Seetning 2.2.1
nedenfor.

Saetning 2.2.1. Lad G vere en vilkarlig graf. Da geelder folgende

ekvivalens:
{G 2 Ka)s1 for A(G) # 2,
(2.3)
G 2 C(2k+1), k Z 1 fO’I’ A(G) = 2.
T
X(G) < A(G) (2.4)

Bewvis. (2.3) = (2.4): Antag forst at G er ssmmenhaengende. Hvis
G ikke er en Gallai-graf, fglger resultatet umiddelbart af Seet-
ning 1.2.9.
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Antag derfor at G er en Gallai-graf. Hvis G indeholder et punkt
v, hvorom gelder at dg(v) < A(G), kan et punkt w i en lige
kreds C, C NG = Dypqf, forbindes til G med en kant uv. Grafen
G’ = GUCU{uv} er ingen Gallaigraf og derfor ifplge Seetning 1.2.9
d()-listefarvelig, da lige kredse er d()-listefarvelige. Specielt er G =
G'[V(G)] A(G)-listefarvelig.

Nu mangler kun tilfeeldet hvor G er en A(G)-reguleer Gallai-
graf. Men de eneste reguleere Gallai-grafer er de komplette grafer
og de ulige kredse (Lemma 1.2.10). Dette er i modstrid med an-
tagelsen, og tilfaeldet hvor G er sammenhaengende er bevist.

Antag nu at G ikke er sammenhangende. Da G 2 Ka )11,
hvis A(G) # 2 og G 2 Clag+1), hvis A(G) = 2, er alle sam-
menhangskomponenter der indeholder punkter med valens A(G)
enten ikke-reguleere Gallai-grafer eller ikke-Gallaigrafer, sa ifglge
det foregaende kan hver sammenhaengskomponent og dermed hele
G A(G)-listefarves.

(2.4) = (2.3): Vi har at x(G) < x(G), s& pastanden folger af at
X(Ka@+1) = A(G) + 1 og x(Cars1) = 3. O

Historisk:

Brooks’ artikel fra 1941, “On colouring the nodes of a net-
work”, Proc. Cambridge Phil. Soc. 37, pp. 194-197, hvori
Brooks’ seetning ferste gang blev praesenteret, var en af de
forste der beskaeftigede sig med “abstrakte” grafer, i mod-
setning til grafer indlejret pa overflader.

Listefarviningsudvidelsen til Brooks’ Saetning blev forst vist
af Erdos, Rubin og Taylor i artiklen [1] fra 1979.




Kapitel 3

Mindste 2-kromatiske grafer med
hgjt listekromatisk tal.

En af de mindre 2-delte grafer med x(G) > x(G) er K33 (se
figur 3.1). At K3 3 ikke er listefarvelig med de givne lister ses af at
hver af de 3 mulige mindste! farvninger ({1,2}, {1, 3}, og {2, 3})
i én side af grafen, modsvares af en liste i den anden side, og at
de restérende 2 farvninger (som vil bruge alle farverne {1,2,3})
af den ene side vil have alle listerne i den anden side som aegte
delmengder.

K.,

{1,2} {1,2}
{1,3} {1,3}
{2,3} {2,3}

Figur 3.1: K33 med lister der umuligggr en 2-listefarvning.

!Dvs. med mindst antal forskellige farver.

19
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3.1 Bestemmelse af N(2,3)

I [1] efterlyses en metode til at bestemme det mindste antal punk-
ter (N (2,k)) i en graf G som er 2-farvelig (og dermed 2-delt), men
ikke k-listefarvelig. Det bevises at My < N(2, k) < 2Mjy, hvor M},
er defineret som kardinaliteten af en mindste familie af k-mangder
der ikke har egenskab B (se definitionen af egenskab B neden-
for), eller wkvivalent som det mindst mulige antal kanter i en
3-kromatisk, k-uniform hypergraf.

En familie F' af maengder har egenskab B hvis og kun hvis der
eksisterer en maengde B, hvorom geelder at VX € F': BN X #
OAX ¢ B.

De ngjagtige veerdier af My berettes kun kendt for & < 3
i [1]. For & = 2 er My = 3, thi den mindste 3-kromatiske 2-
uniforme graf er K3. For k = 3 er M} = 7. Den tilhgrende grafs
krostruktion gennemgas senere i Eksempel 3.2.1. Der gaelder at
2F=1 < My, < k?2%*1 men der kendes til bedre graenser.

Lemma 3.1.1. Med My, og N(2,k) som beskrevet ovenfor haves
folgende grenser for N(2,k):

My < N(2,k) < 2M,

Bevis. M}, < N(2,k) : Dette bevises ved at vise at K,. er k-
listefarvelig for a + ¢ < Mj. Mangden af k-lister der hgrer til
punkterne i grafen bensevnes S. S vil have egenskab B idet |S| =
a + ¢ < M. Pga. egenskab B kan elementer fra B-maengden an-
vendes til forst at farve den ene side i grafen, idet B-maengden har
noget til faelles med alle listerne i denne side. Dernaest kan den an-
den side farves, hvor farverne vaelges i listerne udfra kritériet at de
ikke ma veere i B-maengden. Dette er muligt idet ingen af listerne
er indeholdt i B-mangden. Da farverne i den ene side af grafen
blev valgt i B-mangden, og i den anden side udenfor B-mangden,
og da punkter kun er forbundet med punkter pé den modsatte side
af 2-delingen, er der her tale om en farvning af hele grafen K, ,
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og dermed mé My, < N(2,k).
N(2,k) < 2Mj, : Dette bevises ved at vise at K, ,, ikke er k-
listefarvelig nar m > M. Fordi m > M, kan der som listemaengde
i begge sider af grafen veelges den samme maengde af k-maengder,
S, som ikke har egenskab B. For enhver mangde C der bestar
af farver udvalgt siledes at der er taget praecis én farve fra hver
liste i den ene side af grafen, geelder der at VX € S: X NC # 0.
Pga. at S ikke har egenskab B méa der derfor eksistere et W € S
sd at W C C. Da dette W er en liste i den anden side af grafen,
ville et forsgg pa at farve grafen med C' i den ene side medfgre,
at punktet med listen W i den anden side ikke ville kunne farves.
Da dette gjaldt for alle C' med de givne kriterier, er K, ,, ikke
k-listefarvelig for m > Mj,.

Idet |Kmm| = 2m > 2My og Ky ikke er k-listefarvelig for
m > My, mé der séledes geelde at N (2, k) < 2Mj. n

En skeerpelse af den gvre graense er udarbejdet i [4], og tilfseldet
n(3) = N(2,3) i Theorem 2 i [4] gennemgas i det fplgende. Her-
til skal der bruges nogle resultater fra [4]. Forst indfgres noget
notation.

Notation. Lad X og veere en familie af lister. Da sattes
ux = J1

Lemma 3.1.2. Lad B,. vere en 2-delt graf med a punkter ¢
den ene del og c punkter i den anden, antag at B,. ikke er
k—listefarvelig og at grafen er punkt-kritisk mht. denne egenskab.
Lad A og C betegne familierne af k-lister, for hvilke B, . ikke er
k—listefarvelig, A er listerne © delen med a punkter, C' listerne 1
den anden del. Huvis det samlede antal forskellige farver i fami-
lierne A og C, kaldet N, er mindst muligt, sa har vi at

(i) Enhver af de N farver forekommer i lister pd begge sider af
2-delingen.
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(11) Ethvert muligt farvepar blandt de N farver optreder i en af
listerne.

Bevis. (i) Lad S veere maengden bestaende af alle de forskellige
farver der forekommer i listerne i A og C, altsé S = U(AUC).
Hermed er |S| = N. Antag at der eksisterer en farve z € S| sa
at x € UA, men z ¢ UC'. Da B, er punkt-kritisk mht. ikke-
k-listefarvelighed, mé& B, . —v veere k-listefarvelig for alle v €
B, ¢ Derfor kan en farvning af B, .—v fuldfgres, hvor v € B,
er et punkt med z i sin liste, hvorefter v kan tilfgjes grafen
igen og farves med x. Dette er i modstrid med antagelsen

om ikke-k-listefarvelighed for B, . og der méa siledes gaelde
at |UA| = |UC| = N.

(ii) Antag at et farvepar, {z, y} ikke forekommer sammen i nogen
liste hgrende til punkterne i B, .. Erstattes enhver forekomst
af y med z i listerne, vil B, . stadig ikke kunne k-listefarves.

Dette er i modstrid med minimaliteten af N.
L]

Da antallet af punkter i B, . er a + c, antallet af forskellige
farvepar blandt N farver er (]; ), og antallet af forskellige farvepar
i farvelister af leengde k er (’2“) har vi

Korollar 3.1.3. Fora,c,k, og N som 1 Lemma 3.1.2 er

()

2
O
[ |[4] anvendes et meget nyttigt redskab i forbindelse under-
sogelse af k-listefarvelighed af 2-delte grafer, nemlig de sakaldte

transversaler.

Definition 3.1.4. En transversal af en maengde S er en mangde
St hvorom gaelder at VX € S : X NS # (. En minimal transver-
sal af en maengde S er en transversal S* af S hvorom geelder at
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for alle s € S* er S* — {s} ikke en transversal af S. En transversal
af stgrrelse k kaldes en k-transversal.

Transversaler kan f. eks. bruges til nemt at overbevise sig om
at grafen Kj4 ikke er 2-listefarvelig. Thi kaldes listemeengden i
siden med 2 punkter for A og listemaengden i siden med 4 punk-
ter for C, ses det at en farvning af A-siden er transversal af A, der
hgjst kan indeholde 2 forskellige farver, og for fastholdt A er der
hgjst 4 forskellige transversaler som er farvninger af A-siden. Men
da der er 4 punkter pa C-siden kan C' sammensattes saledes at
hver af de (hgjst) 4 2-transversaler (evt. 1-transversaler) er liste
for et punkt pa C-siden. K3 4 er dermed ikke 2-listefarvelig, og pa
samme made ses det at K, ,,m ikke er m-listefarvelig. En mere in-
teressant anvendelse af transversaler vil blive vist senere i kapitlet.

I beviset for naeste lemma er der brug for en speciel klasse af
3-delte grafer, der konstrueres med udgangspunkt i 2-delte grafer
med lister hgrende til hvert af punkterne.

Lad B, veere en 2-delt graf med familier A og C af lister
hgrende til punkter i de 2 sider af grafen. Seet S = U(A U C)
og N = |S|. Lad T vaere familien af alle 2 delmaengder af S.
Der konstrueres en 3-delt graf G med punktmaengde bestaende af
maengderne A, T og C, se figur 3.2. Punktmaengderne A, T og C
i G udggr 3 uatheengige maengder. Et punkt i A forbindes med
et punkt T' med en kant hvis og kun hvis de tilhgrende maengder
er disjunkte. Et punkt i C forbindes med et punkt i 7" hvis og
kun hvis maengden hgrende til punktet i C' er en delmaengde af
mangden hgrende til punktet i 7. Der er ingen kanter mellem
maengderne A og C.

Lemma 3.1.5. Lad der vere givet en komplet, 2-delt graf K,
med familier A og C af k-lister hgrende til hver sin side af to-
delingen. Lad grafen G wvere som beskrevet ovenfor. Da er fol-
gende udsagn ekvivalente:
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Figur 3.2: Skitse af en graf G, som konstrueres udfra en 2-delt graf, B, .
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(i) Koo kan ikke listefarves mht. listerne i A og C'.

(11) Enhver transversal af A indeholder et element fra C.
(iii) Enhver transversal af C' indeholder et element fra A.
() T har intet punkt med valens 0.

Bevis. Antag at enhver transversal A’ af A indeholder et ele-
ment fra C' som delmaengde. Idet enhver farvning af A-siden er
en transversal af A, ses det let at K, . ikke kan listefarves mht.
listerne i A og C. Hvis der til gengeeld eksisterer en transversal
Al af Asdat C; € A for alle C; € C,1 < j < ¢, vil der ogsd
eksistere en minimal transversal af A med samme egenskab, og
som derfor er en farvning af A-siden, s& det kan antages at A? er
en sidan farvning. A-siden kan nu farves med transversalen A?,
og C-siden kan farves ved for hvert C; € C at veelge en farve fra
C; \ A'. Dette viser at (i) og (ii) er sekvivalente. P4 samme made
ses det at (i) og (iii) er ackvivalente.

Det haves saledes nu at hvis K, . er listefarvelig mht. listerne
i A og C vil der eksistere en (minimal) transversal af A som ikke
indeholder et element fra C. Elementet i T som svarer til denne
transversal har derfor valens 0. Hvis 7' til gengaeld har et punkt
med valens 0, er den tilhgrende maengde en transversal af A og
indeholder intet element fra C', og K, . er listefarvelig mht. listerne
i AogC. (i) og (iv) er séledes akvivalente. O

Lemma 3.1.6. Hvis By, er en 2-delt graf som ikke er listefar-
velig for en given tildeling af k-lister til punkterne i grafen, og
antallet af forskellige farver der forekommer i alle disse lister
benevnes N, sa er N > 2k — 1.

Bewvis. Antag at listerne hgrende til punkterne i B, . alle er k-
delmengder af maengden {1,2,... 2k — 2}.

Maengden {1,2,...,k — 1} vil da veere en transversal i den
ene side af grafen, og meengden {k,k + 1,... 2k — 2} vil vaere
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en transversal i den anden side. Men sa er grafen k-listefarvelig, i
modstrid med de givne egenskaber for B, ., dvs. at antagelsen om
at k-listerne er delmaengder af en (2k — 2)-meaengde er forkert. O

Saetning 3.1.7. Antag at K, er en 2-delt, komplet graf som ikke
er k—listefarvelig. Kald familierne af de tildelte lister for hvilke
K, ikke er k—listefarvelig for A og C, én familie for hver side i
grafen. Hvis |S| = |U(AUC)| =N >2k—1090<1< N, sd
geelder der for a og c folgende tre uligheder:

2(Y)
QY

(7))
(7))

- hvor (Nl_k) =0 forl> N, og (];f:kk) =0 forl < k.

a+c> (3.2)

Bewis. Betragt maengden T; = {T'|T er en [-delmaengde af S}, og
grafen (3; defineret pa samme made som G ovenfor, blot med
T; “indskudt” imellem A og C'i stedet for T'. Valenserne for alle
elementerne A; € A, 1 < j < a, opfylder d(4;) = (Nl_k) = p,
og valenserne for alle elementerne C; € C, 1 < j < C opfylder

d(C) = (1) =

Dette ses af at antallet af lister i 7} der ikke indeholder nogen af
de k farver i A; ma veere p, og antallet af lister i 7; der indeholder
alle de k farver i C; ma veere lig antallet af lister i 7j der indeholder
praecis [ — k af de N — k farver der ikke er i C}, som er g.

Dvs. at hvis (J;f ) —ap — cq > 0 er antallet af lister i T} storre
end valenssummen af alle elemterne i A U C, og der ma dermed
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vaere et element T' € T med d(7T) = 0. Lemma 3.1.5 (iv) giver
derfor at hvis K, . itkke er k-listefarvelig, ma der gaelde at

N
ap + cq > (l)

som viser (3.2), og pé tilsvarende vis at

N
aq+cp > (l)

hvilket viser (3.3). Ved at summere (3.2) og (3.3) fas at

N
a+02—2(l)
pP+q

som viser (3.4) O

Hermed kan vi gennemgé

Saetning 3.1.8. Antag at K, . ikke er 3-listefarvelig. Sa er
a+c>n(3) =14 =2m(3) (3.5)

Bewvis. Beviset deles op efter antallet af forskellige farver der kan
forsgges brugt til en farvning.

N < 4: Lemma 3.1.6 giver, at N > 5.
5
N =5. Fork=3o0gl=2iSa&tning 3.1.7 fas at a+c > % =
20
N =6: For k=3 o0gl=31Setning 3.1.7 fds at a + ¢ > 20
=7 For k = 3 o0ogl = 31 Saetning 3.1.7 fas at a + ¢ > 14.

Derudover findes der Fano Plan konstruktionen (se eksempel
3.2.1), som et eksempel pa en ikke-3—listefarvelig K7 ;.
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N =8:. For k=3 o0gl=41S@tning 3.1.7 fas at a + ¢ > 14.

N =9: Fork=30gl=4eller] =51iSatning 3.1.7 tas at a+c > 12.
Det bevises at K, . er 3-listefarvelig for a + ¢ = 12 og for
a—+c=13.

a+c=12:

a+c=13:

(3.3) og (3.4) i Seetning 3.1.7 giver at

15a 4 6¢ > 126
0g

6a + 15c > 126
s& at

a=c=56

De 6 punkter i A ma have valens (9;3) = 151 Gy. Lis-
terne i A indeholder ialt 18 elementer fordelt péa 9 farver,
sd der ma veere lister der ikke er indbyrdes disjunkte.
Dvs. at der er mindst 2 lister i A der daskker hgjst 5
af de 9 farver. Derfor er der et element 1 7} der bestar
af de sidste 4 farver, og dette element vil vaere nabo til
de 2 fgrnaevnte lister i A. Om nabomaengden til A 1 Gy,
N(A), ma der derfor geelde at |[N(A)| < 6-15—1 = 89.
De 6 punkter i C' har valens (913) = 6 i G;. Derfor ma
T3 = (}) = 126 > [N(A)|+ |N(C)|, s at Lemma 3.1.5
(iv) giver os at K, . kan listefarves mht. listerne A og C,

For a < 5 er (3.3) i Seetning 3.1.7 ikke opfyldt (5 - 15 +
8-6 =123 < 126), og K, ma i disse tilfeelde veere k-
listefarvelig. Det kan saledes antages at a =6 og c = 7.
Betragt grafen H = Kg, hvor punkterne i H er repraesen-
terer listerne i A = {A;,...,Ag}, og hvor kanterne i
H far tildelt veegte 0,1, eller 5, alt efter stgrrelsen af
snitmeengden af de 2 lister som en kant forbinder. Disse
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snitmaengder vil have stgrrelsen 0, 1, eller 2, idet en snit-
meengde af stgrrelse 3 vil vaere ensbetydende med fuld-
steendigt overlap mellem 2 af listerne i A, som er aekvi-
valent med tilfeeldet a = 5, og ¢ = 7, og som giver en 3-
listefarvelig graf, jvf. tilfaeldet hvor a+c¢ = 12. Vaerdierne
0,1, og 5 for vaegte er valgt, da det netop er stgrrelserne
pa snitmaengden af 2 nabomaengder 1 Gy til lister der har
overlap pa hhv. 0, 1, og 2 farver ((9_(i+3)), (9_(3+3_1)), og

4
(9—(31—3—2)))_

Antag at H indeholder en trekant med samlet vaegt 0.
Denne trekant kan antages at besté af elementerne Aj,
Ay, og Az og deres indbyrdes kanter. Da der er 9 farver
ialt kan ingen af Ay, A5 og Ag veere disjunkte fra forenin-
gen af A, As og As, og mé overlappe hver af disse med
1 element eller overlappe én af dem med mindst 2 el-
ementer. Hermed overlapper nabomaengden til hver af
Ay, A5 og Ag den samlede nabomaengde til Aj, Ay og
As med mindst 3 elementer. Dette betyder at |[N(A)| <
IN(A])) UN(A)U---UN(Ag)| <3-15+3-12 = 81.
Pa grund af C’s hgjst 42 naboer i G; opnas en modstrid
som i foregaende tilfaelde.

Antag nu at H indeholder en trekant med samlet vaegt
1. Antages elementerne fra trekanten igen at veere Ay, A
og As, ses det at disse elementers nabo mangde vil have
stgrrelsen 3 - 15 — (j), og at naboméangden til hver af
Ay, A5 og Ag vil overlappe den samlede nabomaengde
til Ay, Ao og A3z med midst 2 elementer, hvilket giver
uligheden |[N(A)] < 3-15—1+3-13 = 83, og en
modstrid kan igen udledes.

Det kan nu antages at alle trekanter i H har en samlet

veegt > 1. Antag desuden at H indeholder en kant med
vaegt 0. Da der i dette tilfelde er 2 indbyrdes disjunkte A-
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elementer, og da de resterende elementer saledes overlap-
per begge disse 2 med mindst 1 farve i hver eller den ene
med mindst 2 farver, fas at [N(A)| < 2-15+4-13 = 82
er vi igen feerdige.

Til sidst kan det antages at alle kanter i H har en vaegt
> 0. Hvis der er mindst én kant med vaegt 5 er [N(A)| <
15+ 10+ 4 - 14 = 81. Hvis ikke, ses det at der ma veere
3 elementer i A som ikke har en felles farve. Dette er
pga. at idet alle veegte i H er preecis 1, eksisterer der
2 elementer i A som har 1 falles farve i deres lister,
lad os sige A; N Ay = {1}. Hvis alle de resterende ele-

menter As, ..., Ag € A ogsé indeholder farven 1 er 1 en
transversal for A og K, er listefarvelig med listerne fra
AogC.

Et element i {As, ..., Ag}, lad os sige A3, kan nu an-
tages ikke at indeholde feellesfarven for A; og As, sa at
AiNAyN Az = 0. Ay og Ay har sdledes et overlap pé
ét element i deres nabomaengder, As overlapper A; og
Ay’s samlede nabomaengde med 2 elementer, og hver af
Ay, ..., Ag’s nabomaengder overlapper Ay, ..., A3’ sam-
lede nabomaengde med mindst 2 elementer. S er [N(A)| <
15+ 14+ 4-13 = 81, og vi er feerdige.

N >10: For k=31 (3.1) fis at a + ¢ > 15.

Hermed er det bevist at N(2,3) = 14.

3.2 Fano Plan konstruktionen

Eksempel 3.2.1. Fano Plan konstruktionen. Betragt hypergrafen
F i figur 3.3. Denne graf har fglgende egenskaber:

e Den har 7 punkter.
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e Den er 3-uniform med 7 kanter.
e Ethvert punkt indgar i praecis 3 kanter.

e Ethvert punkt i grafen er forbundet med ethvert andet punkt
via en kant.

e Ethvert par af kanter adskiller sig fra hinanden med mindst
2 punkter.

e Den er ikke 2-farvelig.

At grafen F' ikke er 2-farvelig ses af fglgende argument: Antag
at F' er 2-farvelig. F'’s punkter kan dermed deles i 2 farveklasser,
A og B, med |A| < |B| (uden tab af generalitet).

Hvis |A| = 1 er punktet i A med i 3 kanter og dermed ikke
med i de resterende 4, som sa ma bestéa af punkter med éns farve,
modstrid.

Hvis |A| = 2 er de to punkter med i ialt 5 forskellige kanter
(da de jo har 1 kant faelles), og er derfor ikke med i 2 af kanterne
i grafen, modstrid.

Hvis |A| = 3, kan de 3 punkter i A ikke alle veere med i den
samme kant. Konfigurationen mé séledes veere, at for
ai,as, a3 € A, er a; og ag i en faelles kant, a; og as er i en falles
kant, og as og ag ligesa. Alt i alt er punkternei A medi3-3—3 =6
af de 7 kanter i F', sa at der er 1 kant i F' der udelukkende bestér
af 3 punkter fra farveklassen B, modstrid. Grafen F' kan séledes
ikke vaere 2-farvelig.

Bruges kanterne i F' som lister pa begge sider i K77 opnés
grafen i figur 3.4. Med disse lister kan grafen K7y 7 ikke listefarves,
thi hvis den kunne, ville der veaere to disjunkte transversaler (én
for hver side i K77), St og S, af meengden af lister S, der ikke
fuldsteendigt indeholdt nogen af listerne. Transversalerne S! og
St ville dermed definere 2 farveklasser som F' i figur 3.3 kunne
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farves med (evenuelle punkter i V(H) \ (Sf U S%) kan indlemmes
vilkarligt i en af de 2 farveklasser). Men dette er i modstrid med
den fgr beviste ikke-2-farvelighed af F' og K77 er som fglge herat
ikke 3-listefarvelig.

o 1

5 4 3

Figur 3.3: Fano Plan konstruktionen: Hypergrafen indikerer 3-lister der umuligggr en
3-listefarvning af K7 7.
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K 7,7:

{1, 2, 3} {1, 2,3}
{1,4,7} {1,4,7}
{1, 5, 6} {1, 5, 6}
{2, 4, 6} {2, 4, 6}
{2,5, 7} {2,5, 7}
{3, 4,5} {3,4,5}
{3,6, 7} {3,6, 7}

33

Figur 3.4: Fano Plan konstruktionen: K77 med lister dannet udfra kanterne i grafen

i figur 3.3.
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3.3 Entydighed af Fano Plan Konstruktionen?

Man kan udfra beviset for Saetning 3.1.8 se at Fano Plan konstruk-
tionen ikke ngdvendigvis giver den entydige konfiguration pé en
mindste 2-delt komplet graf der ikke kan 3-listefarves. Tilfaeldene
hvor antallet af farver N er hhv. 8 eller 9 kan betyde at der eksis-
terer andre ikke-3-listefarvelige, 2-delte grafer med N(2, k) = 14.
I [4] fremsaettes en formodning om at Fano Plan konstruktionen
rent faktisk fgrer til en entydig konstruktion med N(2,k) = 14,
og det oplyses at tilfeeldene (|N|,a,c) = (9,6,8) og (9,7,7) er de
eneste tilfaelde der ikke er blevet efterprgvet i grundige detaljer.

Lemma 3.3.1. Lad B, . vere en todelt graf med todeling (A, C).
Lad der til hvert punkt i b € B, . vere knyttet en liste S(b) af
leengde (mindst) k. Huvis der for mindst én af mengderne Sq =
Uuea S(w) og Sp = Uyep S(v) eksisterer en transversal T' hvor
T| < k, sd er By, listefarvelig mht. listerne S(b),b € Bq.

Bewvis. Antag eksistensen af en transversal 1" som givet i lemmaet.
Den ene side af B, . kan derfor farves med farverne i 7', og punk-

terne i den anden side kan alle farves med et punkt fra deres lister
idet |T'| < k. O

Lemma 3.3.2. Lad B, veere en todelt graf med todeling (A, C').
Lad der til hvert punkt i b € B, vere knyttet en liste S(b) af
lengde k. Huvis der til mengden Sy = U,cq S(u) eksisterer t
forskellige? k-transversaler T;, 1 < i < t, ogt > c, sd er By
listefarvelig mht. listerne S(b),b € By

Bewvis. Antag at der eksisterer t forskellige k-transversaler T; som
givet i lemmaet, men at B, . ikke kan listefarves mht. k-listerne
S(b),b € Bge. Den eneste mulige grund til at en sddan listefarv-
ning er umulig er, at hver transversal 7; er identisk med en liste
pa C-siden, idet transversalerne har leengde k. Da ¢t > ¢ opnas en
modstrid. ]

2Forskellige betragtet som maengder.
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Lemma 3.3.1 og Lemma 3.3.2 er ikke seerlig dybe, og introducerer
ikke nye ideer. De er blot specialtilfaelde af Lemma 3.1.5 og kan
ogsd bevises herudfra. Tkke desto mindre er de to lemmaer yderst
nyttige i den fglgende analyse, der skal pavise at visse konfigu-
rationer af todelte grafer med |N| = 8 eller 9 og a + ¢ = 14 er
3-listefarvelige.

Lemma 3.3.1 kan bruges til at saette en gvre graense for antallet
af lister en given farve kan forekomme i. Nar det er pavist at alle
farver hgjst kan forekomme i et vist antal lister, vil antallet af
transversaler i de resterende konfigurationer i visse tilfaelde enkelt
kunne pavises at veere tilpas hgjt til at Lemma 3.3.2 kan anvendes.

Alle lister knyttet til punkter i A og C er i det fglgende af
laengde 3. Bemaerk ogsé at alle | N| farver skal forekomme pé begge
sider af todelingen af K, . for givet, fastholdt (a + ¢).

IN| =8, a+ c= 14 Der er 7 tilfelde, ét for hver afa=1,...,7
og c =14 — a.

a < 2: Disse tilfelde kan ikke forekomme, da der kun er 3
(for a = 1) eller 6 (for a = 2) farvepladser til de |[N| =8
farver.

a = 3: De 3 lister i A-siden indeholder 9 farvepladser som
skal udfyldes med de 8 farver. Der mé séledes veere praecis
1 farve som forekommer i 2 af de 3 lister, og K, . ses at
vaere 3-listefarvelig ifglge Lemma 3.3.1.

a = 4: Forekommer en farve i mindst 3 lister pavises lis-
tefarvelighed igen med Lemma 3.3.1. Antallet af gange
de forskellige farver forekommer kan saledes uden tab af
generalitet antages at veere som fglger:

Farve
Antal

DO | DN
DO | Lo
b |
= o
—| o
=~
—| oo

DO| —
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To farver der forekommer i 2 lister skal forekomme i
samme liste mindst én gang, thi hvis en farve forekom-
mer 1 2 af de 4 lister og en anden farve forekommer i de
sidste 2 lister medfgrer Lemma 3.3.1 listefarvelighed. Vi
kan nu opstille fglgende billede af de 4 lister:

Listenr. | Farveliste
1 1 v w
2 1 2 7
3 q 2
4 s t u

~hvor 1,2 ¢ {q,7,s,t,u,v,w}, q,7r,s,t og u er 5 forskel-
lige farver (pga. Lemma 3.3.1), v og w er 2 forskellige
farver, og “?” markerer en farve der ikke er interessant i
det efterfolgende argument.

Af ovenstéende ses det at der er mindst 9 forskellige 3-
transversaler indeholdende farven 1 (nemlig dem pa form
{1,q,s},{1,q,t},...,{1,r,u}), og mindst 6 forskellige
3-transversaler indeholdende farven 2, og ikke indehold-
ende farven 1. Dette giver ialt mindst 15 forskellige 3-
transversaler i A-siden af grafen som modsvares af C-
sidens 10 lister, s at Lemma 3.3.2 medfgrer listefarve-
lighed i dette tilfaelde.

De resterende tilfeelde, a = 5, ... , 7 gennemgas ikke, da anal-
ysen af dem, som angivet i [4], ikke er seerlig informativ.
Jeg vil blot naevne at analysen af tilfeeldet a = 5 sikkert
kan gennemfgres ved at bruge Lemma 3.3.1 og Lemma 3.3.2,
hvorimod det er min opfattelse at en anden metode skal an-
vendes til tilfeeldene a = 6 og a = 7 pga. at der i visse
konfigurationer ikke kan fremtvinges tilstrackkeligt mange 3-
transversaler til at Lemma 3.3.2 kan benyttes.
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IN|=9,a+c=14 Der er ogsd her 7 tilfeelde, ét for hver af
a=1,...,70gc=14 —a.

a < 2: Disse tilfzelde kan ikke forekomme, pga. for fa farve-
pladser til de |N| =9 farver.

a = 3: I dette tilfeelde er der 9 farvepladser til de 9 farver,
hvilket resulterer i 3% = 27 3-transversaler pa A-siden af
grafen, og Lemma 3.3.2 kan anvendes.

a = 4: Forekommer den samme farve i 3 af listerne er grafen
3-listefarvelig iflg. Lemma 3.3.1. Antallet af gange de
forskellige farver forekommer kan antages at veere fgl-
gende:

Farve | 1
Antal | 2

2 3 456 789
22111111

Enhver farve der forekommer 2 gange skal forekomme i
en liste sammen med hver af de andre farver der forekom-
mer 2 gange, jvf. argumentet i tilfeeldet |[N| =8, a = 4.
Da to lister pa form {1, 2,3} vil medfgre listefarvelighed
via tilfeeldet @ 4+ ¢ = 13, kan der antages konfiguration
som i tabellen for tilfeeldet |N| = 8, a = 4, hvor der
kan identificeres mindst 15 3-transversaler. Lemma 3.3.2
giver ogsa her listefarvelighed.

Ogsa her vil jeg undlade at forsgge pa analysen af tilfaeldene

a =5,...,7. Men da tilfeeldene (|N|,a,c) = (9,6,8) og
(9,7,7) heller ikke er efterprgvet helt til bunds i [4], vil

jeg opskrive konfigurationerne der skal efterprgves, og desu-

den praesentere 2 konkrete tildelinger af lister der ikke har
tilstrackkeligt mange 3-transversaler til at metoden med Lemma 3.3.2
kan anvendes.
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a = 6: Her er der 18 farvepladser der skal udfyldes med de
9 farver. Forekommer en farve i mindst 5 lister folger lis-
tefarvelighed af Lemma 3.3.1. Forekommer en farve i 4
lister, mé alle 6 farvepladser i de 2 resterende lister alle
vaere besat med forskellige farver, igen pga. Lemma 3.3.1.
Men sa kan der dannes 9 3-transversaler med farven
der forekommer 4 gange og de 6 forskellige farver, og
Lemma 3.3.2 kan anvendes. Fglgende konfigurationer er

tilbage:
Farve |1 2 3 4 5 6 7 8 9| Konfiguration nr.

A 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1
n 3 2 2 2 2 2 2 21 2
t 33 2 2 2 2 2 11 3
a [3 332 2 2111 4
1 333321111 5

Betragt nu felgende tildeling af lister, svarende til kon-

figuration nr. 1 ovenfor:

Listenr. | Farveliste
1 1 3 4
2 1 9
3 2 6 9
4 2 7 8
5 3 5 7
6 4 6 8

Det ses at ovenstaende listetildeling kun kan frembringe
tre 3-transversaler; {2,4,5}, {3,8,9}, og {4,7,9}. Et
forsgg pa at anvende den fgr brugte metode er séledes
nyttelgs.

a = T: Med lignende argumenter som i tilfeeldet a = 6,
tas at konfigurationer hvor en farve forekommer i mindst
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5 lister er listefarvelige. De resterende konfigurationer er:

Farve |1 2 3 4 5 6 7 8 9| Konfiguration nr.
33322 2 2 22 1
333322221 2
333332211 3
333333111 4
4 3 2 2 2 2 2 2 2 5

A 1433222221 6
n (43 3322211 7
t (433332111 8
a |44 222 22 21 9
1 (4 43 2 22 211 10
4 43322111 11
4 43331111 12
4 4422 2111 13
4 44321111 14
4 4 4411111 15

Som et eksempel pa en listetildeling med farveantal som
i konfiguration 1 ovenfor vises her:

Listenr. | Farveliste
1 1 3 4
2 15 6
3 1 2 7
4 2 5 8
5 2 3 6
6 3 7 9
7 4 8 9

Denne konfiguration har kun to 3-transversaler; {1, 2,9}

og {1, 3,8}.
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Historisk:

Bestemmelsen af N (2, k) naevnes fgrste gang som et problem
af Erdos, Rubin og Taylor i [1] fra 1979. I [1] vises ogsé
forbindelsen til Mj. Bestemmelsen af M}, er et meget aldre
problem af Erdds. Selv stgrrelsesordenen af My og dermed
ogsé af N(2,k) er ikke kendt.

Egenskaben B, som benyttes i definitionen af My, hedder
“B” efter F. Bernstein, en student af G. Cantor, pga. en
artikel fra 1908. Navngivningen skyldes Miller (1937), og
Erdos benyttede denne terminologi da han tog emnet op i
1960’erne, se f.eks. P. Erdds, The Art of Counting, The MIT
Press, 1973.




Kapitel 4

Listefarvning af plane grafer

4.1 5-listefarvelighed af planare grafer

Enhver planar graf er 5-listefarvelig. Dette resultat skyldes en saet-
ning af Carsten Thomassen, se [5]. Seetningen siger at enhver Neer-
triangulering G kan b5-listefarves, hvor en graf G er en nartrian-
gulering hvis

1. G er planar
2. G ikke har nogen slgjfer eller multiple kanter

3. G bestar af en kreds C: vy, vq, ... ,vp, v1, og punkter og kan-
ter indeni C' sa at enhver begraenset flade er begraenset af en

trekant. C' kaldes den ydre kreds i G. G — C kaldes G’s indre.

Beviset for den naeste saetning giver et af de simpleste beviser
for 5-farvesaetningen (som forst bevistes i 1891 af P. J. Heawood,
se [10], side 190). Selve formuléringen af seetningen er ved forste
gjekast lidt indviklet, men er ngdvendig for at fa induktionen til
at lgbe glat.

Saetning 4.1.1. Lad G vere en nertriangulering med ydre kreds
C. Antag at nabopunkterne vi,vo € V(C) er farvet med farverne
1 og 2, respektivt. Antag endvidere at S(v) er en liste bestiende af
(mindst) 3 farver for v € C — {vy,va} og af (mindst) 5 farver for

41
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v e G—C. Sikan farvningen af vi og ve udvides til en farvning

af hele G.

Bewis. Beviset anvender induktion over antallet af punkter i G,
v(G). Nar der henvises til grafen G, taenkes der pa en specifik,
plan repracsentation af G som en neertriangulering.

For v(G) = p = 3 er G = C, og resultatet fglger trivielt i
basistilfaeldet, s& der kan gaes til induktionsskridtet.

Hvis C har en diagonal vjv;, 2 <i < j—2<p—1 (vp41 =
v1) (se figur 4.1) kan induktionsantagelsen anvendes pé kredsen

V.

Figur 4.1: G er en neertriangulering med en diagonal.

V1V2 . .. VjV;Vj41 . . . U1 0g dens indre. Dette tildeler specielt v; og v;
2 farver sd at v; og v; nu overtager rollen som v og vq, hvorefter
induktionsantagelsen kan anvendes pé kredsen vjvvi41 ... vj_1v;.
Dette giver en listefarvning af hele G med de tildelte lister. Det
kan derfor antages at G ikke har nogen diagonaler.

Lad nu vy, ug, ug, . .. , Upy, Up—1 vere v,’s naboer i retning med
uret omkring v, (se figur 4.2). Pga. trianguleringen af G’s indre,
indeholder G stien P : viujus . .. upmvp—_1.

Da G ikke har nogen diagonaler, udggr P U (C' — v,) en kreds
C'. Lad a og b veere 2 forskellige farver i S(vp) \ {1} og set
L'(u;) = S(u;) \ {a,b} for 1 < i < m og L'(v) = S(v) nar
v € G\ {uy,us,...,uy}. Induktionshypotesen kan nu anvendes
pad C’ og dens indre, og de nye lister L’. Farvningen af hele C
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Figur 4.2: G er en naertriangulering, hvor punktet v, fraregnes for at kunne anvende
induktionshypotesen.

fuldfgres ved at tildele enten a eller b som v,’s farve, si at v, og
vp—1 far forskellige farver. [

4.2 En algoritme bygget over C. Thomassens
bevis

Beviset for Saetning 4.1.1 indikerer en algoritme til 5-listefarv-
ning af planare grafer der er neertrianguleringer, (og enhver plan
2-sammenhaengende graf kan let indlejres i en neertrianguléring
ved at inddele alle de endelige omrader i trekanter). Ydermere
ser en sadan algoritme ud til at kunne fuldfgre en farvning ved
anvendelse af et antal skridt der ikke er hgjere end en bestemt
linezer funktion af antallet af punkter i den givne graf GG. Beviset
for Seetning 4.1.1 benytter sig ikke af omfarvninger, som f.eks.
Kempe anvendte i sit forsgg pa at bevise 4-farvesaetningen vha.
Kempe-kaeder (se f.eks B. Toft s. 256 i [2]). Ethvert punkt i G
farves séledes kun 1 gang af algoritmen. Derudover skal der af
algoritmen udfgres operationer pa grafen for at né frem til en
meangde delgrafer (trekanter) hvor selve farvningen af et punkt
kan gennemfgres. Med et hensigtsmaessigt valg af datastruktur kan
antallet af operationer holdes under en lineser funktion af V(G).
Betragt folgende algoritme, hvor strukturen af input beskrives lige
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efter formuléringen af selve algoritmen.

Algoritme 4.2.1.
_F&I'V(G, Va, Vb, Ca; Cb, 4, 7')3

01 HVIS |V(G)| =3
02 farvelaeg det ufarvede punkt, v., med en farve fra
S(ve) — {cas ev};

03 ELLERS

04 Seet 1 = q;

05 GENTAG INDTIL ¢ > » ELLER der er fundet en

diagonal

06 undersgg om v; er endepunkt for en diagonal i C

07 HVIS v; og v; udggr en diagonal i C

08 del G i 2 grafer ved vjv;, G1 og Go, sd at G
indeholder v, og vp;

09 Farv(G1, va, Vb, Ca; Cby J; P);

10 M(GQ,Ui,Uj,Ci,Cj,Z',j);

11 ELLERS

12 erstat v, 1 C af sekvensen uy,, ... ,u, hvor uy, ..., up
er vp’s naboer i det indre af G i denne raekkefglge;

13 omindexér uy, ... , U, sa at
{Vpy -+, Vprm-1} = {tm, ..., u1};

14 veelg z,y € S(vy) — {ca}, sa at © # y;

15 erstat S(uy) af S(ug) — {z, y};

16 Farv(G — {vp}, Va, v, €y 1, p — L, p +m — 1);

17 farveleeg det fjernede punkt v, med en af farverne
x eller y;

END Farv

Algoritmen Farv tager som argumenter:

1. En neertriangulering G, |V(G)| > 3. Denne skal veere givet

pa en helt speciel form:

e Ethvert punkt v; € G har et flag som indikerer om v; €
C. Dette bruges til at undersgge C' for diagonaler.
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e Ethvert punkt v; € G har en liste bestadende af hgjst 5
farver. (Hpjst 3 farver for v; € C).

e Ethvert punkt v; € G har en ordnet liste af nabopunk-
ter. Nabopunkterne er ordnet efter deres raekkefglge i
den cykliske orden (med uret), i hvilken de optraeder i
den givne plane reprasentation, (se C. Thomassen [6]).
Hvis m,n € N(z) og kanten zn kommer umiddelbart
efter kanten xm i den plane repraesentation af G néar
man betragter kanterne i rackkefglge omkring x med uret,
vil funktionen m, : N(z) — N(z) returnere “efterfpl-
geren” til det givne nabopunkt, altsd i dette tilfeelde
mz(m) = m. Man kan saledes lade nabopunkterne op-
treede 1 en dobbeltlaenket liste, hvor forgeengeren peger
pa efterfglgeren vha. en pointer, og omvendt, s& at der
hurtigt kan opnas tilgang til et punkt z’s forgenger og
efterfolger med funktionerne 7, og 7. Derudover har
ethvert punktelement v; i v;’s naboliste en pointer til el-
ementet v; 1 v;’s naboliste. Disse bruges til at opdatere
nabolisterne for punkter efter en deling af grafen.

e Ethvert punkt v; € C C G har en pointer til de ele-
menter i dets naboliste, der repraesenterer naboelementerne
til v; pa C. Disse pointere bruges til hurtigt at finde start-
stedet for en s@ggning efter diagonaler som wv; eventuelt
indgar 1, samt til opdatéring af nabolister.

e Ethvert element i nabolisten til v; € G har en pointer til
V;.
e Ethvert punkt v; € G har en heltalsvariabel som repraesen-

terer dens farve. Denne variabel har en dummyveerdi (f.
eks —1) indtil v; farveleegges.

e Ethvert punkt v; € C' C G har en pointer til sine 2
naboer pa C. C' udggr saledes en dobbeltlenket liste i
G.
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e Ethvert punkt v; € G har 1 heltalsvariabel til brug for
indexéring af punkterne paden ydre kreds C'. Denne vari-
abel har en dummyveerdi (f.eks -1) hvis v; ¢ C, og in-
dexveerdien (mellem 1 og p) hvis v; € C.

2. Nabopunterne v,, v, € C' C G. Disse har rollerne som hhv.
v1 0g vy fra beviset.

3. v, og vy’s farver benaevnt ¢, og ¢,. Disse medtages kun pga.
analysen af algoritmen, da et punkts farve i denne datastruk-
tur er givet i punktets repraesentation.

4. Intervalendepunktsindexer q og r. For v; € C, ¢ <@ < r skal
algoritmen undersgge om v; er endepunkt for en diagonal i
C. Hvis ¢ > r undersgges ingen punkter for diagonaler.

Saetning 4.2.2. Algoritme 4.2.1 fuldforer en 5-listefarvning af
grafen G 1 et antal skridt der ikke overstiger en fast, lineer funk-
tion af n = |V(G)|, ved kaldet Farv(G,vi,v2,1,2,v1,vp) , givet
at G er en nertriangulering.

Bewis. Det bevises at det samlede antal gange (over alle rekursive
kald) en vilkarlig anden funktion end Farv i Algoritme 4.2.1 kaldes
ikke overstiger en fast, linezer funktion af n.

Den fgrste Hvis-betingelse er kun opfyldt hvis den givne graf
G er en trekant. Da hver kant i G kun kan veere med i hgjst 2
trekanter, og da |E(G)| < 3n — 6 fordi G er planar, kan denne
Hvis-betingelse hgjst veere opfyldt 2n — 4 € O(n) gange ialt for
grafen G. At farvelaegge det ufarvede punkt i en trekant bestar
eventuelt af at finde det ufarvede punkt blandt 3 punkter, samt af
at veelge én farve blandt hgjst 5. Dette kan ggres med et konstant
antal operationer.

At kunne kalde Farv med intervallet fra g til r sikrer at et punkt
pd C kun undersgges 1 gang for om det er med i en diagonal.
Dette er tilstraekkeligt, idet et punkt som én gang er “frikendt”
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for at veere med i en diagonal kun kan udggre en diagonal i en
delgraf, hvis det andet endepunkt af denne diagonal er et punkt
som er introduceret pa C' efter “frikendelsen”. Man kan saledes
ngjes med at undersgge alle kanter udgaende fra punkter pa C i
den oprindelige graf 1 gang, samt kanterne udgaende fra de nye
punkter pa C' 1 gang. Kommandoen i 1. 6, “undersgg om wv; ...
“ udfgres saledes hgjst én gang pr. punkt i G. Da et punkt godt
kan have mange naboer (dvs. O(n)), skal det vises at en sekvens
af “undersgg” kommandoer ikke reelt er O(n) diagonalcheck for n
punkter, altsd& O(n?) operationer. Undersggelsen af om et punkt
v; € C er endepunkt for en diagonal vil i praksis besta af at
undersgge om y € C for alle y € N(v;) vha C-flaget i hvert
punkt. Igen kan det benyttes at |E(G)| < 3n — 6; da hvert punkt
kun undersgges 1 gang for diagonaler, bliver en kant hgjst checket
2 gange for om den skulle veere en diagonal. [ alt gennemfgres
derfor hgjst 6n — 12 € O(n) diagonalitetscheck for G.

Det element i nabolisten, som diagonalitetsundersggelsen af v;
starter hos, er forgaengerelementet til v;’s forgeenger pa C. Dette
element kan findes i et fast antal skridt, da v; har en pointer til
elementet der repraesenterer v;’s forgeenger i nabolisten. Raekke-
folgen af diagonalitetsundersggelsen af v;’s nabopunkter er “imod
uret”. Nar en diagonal identificeres i undersggelsen stoppes under-
sggelsen.

Opdelingen af G i to mindre grafer i l. 8, kan gennemfgres ved i
G at v;’s efterfglger pa C bliver sat til at veere v;, hvis forgenger
bliver sat til at veere v; (flytning af 2 pointere). Derudover skal den
nye efterfplger til v;’s forgeenger (kaldet v,) pa C i v;’s naboliste
saettes til at veere v; som sa far forgaenger v, (flytning af 4 point-
ere). Hurtig adgang til elementerne v, og v; i v;’s naboliste, og v;
1 v;’s naboliste er sikret ved at

e v; har en pointer til v,-elementet, da det er v;’s forgeenger pa

C,
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e diagonalitetschecket standsede ved v;-elementet, og
¢ v;-clementet har en pointer til v;-elementet.

Da v; og v; har faet ny efterfglger hhv. forgeenger pa C (hhv. v,
og v;), skal de to punkter hver flytte 1 pointer til den nye C-nabos
element i deres respektive nabolister. Dette kan ggres i et fast antal
skridt, igen fordi diagonalitetschecket standsede ved v;-elementet
i v;’s naboliste. Tilsvarende operationer udfgres for Gs.

Erstatningen af v, med v,’s nabopunkter i det indre af G i
linje 12 kan igen se ud til at indbefatte O(n) punkter for hver
gang denne kommando udfgres, og igen er det antallet af kanter i
G pa hgjst 3n — 6 der sikrer at kompleksiteten af algoritmen ikke
bliver O(n?). Ethvert punkt kan nemlig hgjst blive omplaceret fra
det indre af G til G’s ydre kreds C' 1 gang, og da ethvert punkt
der flyttes ud pa C bliver flyttet pga. at det er endepunkt i en kant
gaende fra C' til G’s indre, er antallet af disse flytninger saledes
begreenset af kanttallet. Flytningen af v,’s nabopunkter til den
ydre kreds vil i praksis forega ved at v, lokaliseres vha. en pointer
fra v,, ui-elementet lokaliseres i v,’s naboliste som efterfplgeren
til v,-elementet, u;” C-flag hejses og v,’s nye nabo pa C sattes
til u; som far C-nabo v,. Tilsidst skaeres v, ud af u;’s naboliste
(flytning af 4 pointere). Herefter findes u;-elementerne iterativt
ved at fplge pointerne i v,’s naboliste, deres C-flag hejses, deres
ene C-nabo sattes til at vaere forgeengeren i v,’s naboliste, og v,
skaeres ud af u;’s naboliste. Denne proces fortsaettes indtil man
nar til v,_1, hvor v, fjernes fra nabolisten.

Omindexéringen i linje 13 udfgres ved at man blot fglger C-
nabopointerne iterativt fra v,_; og eendrer index pa punkterne
indtil man nar v,. Argumentet for at der hgjst vil blive udfgrt
O(n) operationer over alle kald af Farver det samme som for “er-
stat ...” i linje 12 da det er operationer pa den samme mangde af
punkter.

I linje 14 veelges 2 farver fra det fjernede punkt v,’s liste. Da



4.3. ET EKSEMPEL PA EN IKKE-A-LISTEFARVELIG, PLAN GRAF 49

der hgjst kan fjernes 12n — 24! punkter fra grafen G og/eller dens
delgrafer pa denne méde, og da listerne alle hgjst har lseengde 5, vil
det samlede antal skridt som denne operation bruger ikke overstige
O(n).

Operationen péa listerne for de nyintroducerede punkter pa C
i linje 15 kan udfgres samtidig med omindexéringen i en seperat
subrutine i linje 132, men er skrevet som selvstzendige komman-
dolinjer for overskuelighedens skyld. Da der blot skal fjernes 2
elementer fra en liste pa 5 elementer fra ialt hgjst n — 3 punkter
over alle kald af Farv, vil denne kommando hgjst medfgre O(n)
operationer ialt.

Kommandoen i linje 17 kaldes hgjst 1 gang for hvert punkt
(eventuelt fordoblet et antal gange) pa C, dvs. hgjst O(n) gange,
thi ethvert punkt kan hgjst fjernes og derefter farves 1 gang over
alle kald af Farv.

Da ingen af kommandoerne i Algoritme 4.2.1 medfgrer mere
end O(n) operationer over alle kald af Farv, vil Algoritme 4.2.1
séledes fuldfgre en farvning i O(n) skridt. O

4.3 Et eksempel pa en ikke-4-listefarvelig, plan
graf

Som et eksempel pa en planar graf (som faktisk viser sig at vaere
en naertrianguléring) der ikke er 4-listefarvelig, bringes her en graf
konstrueret af M. Mirzakhani (se [11]). Det forste eksempel pé en
ikke-4-listefarvelig planar graf blev praesenteret af M. Voigt i [12],
se igvrigt de historiske noter bagest i kapitlet.

Eksempel 4.3.1. Betragt figur 4.3. Grafen H er ikke listefar-

'Der er hgjst 3n — 6 diagonaler i G. For hver diagonal bliver 2 punkter “fordoblet” ved
delingen af grafen i 2 mindre grafer, altsa hgjst 12n — 24 punkter ialt. Dette er en meget
grov gvre graense!

2Dette kraever dog at operationen i linje 14 rykkes til umiddelbart fgr linje 13.
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134 B 234

Figur 4.3: Grafen H er ikke listefarvelig med de pa figuren angivne lister.

velig mht. de i figuren angivne lister, hvilket ses af folgende ar-
gument: Bemeerk fplgende egenskaber for V: |V(H)| = 17, de 4
“indre” punkter i H har lister af lengde 4, og de restérende punk-
ter har lister af leengde 3. Der kan identificéres 5 kvadrater i H
som i figuren er benzevnt T', R, B, L og C, inspiréret af deres
placéring i figuren.

Idet hvert centerpunkt i hvert af kvadraterne kun kan f& én af
farverne 1,2, 3, og 4, ses det at mindst 2 af de “modsatstaende”
hjgrnepunkter far samme farve i hvert af kvadraterne. Denne egen-
skab kaldes egenskab P.

Fglgende pastand kan nu fremsaettes: I enhver listefarvning af
H vil enten punktet gverst til hgjre i kvadrat C' (QOHC) fa far-
ven 1, eller punktet gverst til venstre i kvadrat C' (OVC) vil fa
farven 2. Dette ses ved at antage det modsatte, nemlig at punk-
tet (OHC) ikke far farven 1, og punktet (OVC) ikke far farven 2.
Dette medfgrer 2 tilfeelde

1. (QHC) far farven 3, hvilket iflg. egenskab P anvendt pa kvadrat
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Figur 4.4: En ikke-4-listefarvelig graf.
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T medfgrer at punktet (OVC) ogsa far farven 3, hvilket ikke
er muligt i en listefarvning.

2. (OHC) far farven 4, hvilket iflg. egenskab P anvendt pa kvadrat
C medfgrer at punktet (OVC) ogsé far farven 4, hvilket ikke
er muligt i en listefarvning.

Hvis punktet (OHC) i kvadrat C far farven 1, vil anvendelsen
af egenskab P i kvadrat R medfgre at punktet nederst til hgjre i
kvadrat C' far farven 2; egenskab P anvendt pa kvadrat B giver sa
at punktet nederst til venstre i kvadrat C far farven 3. Dette med-
forer vha. egenskab P pé kvadrat L, at punktet (OVC) far farven
4, hvilket sammenholdt med farverne pa de andre hjgrnepunter er
i modstrid med egenskab P anvendt pa kvadrat C'.

Hvis (OVC) farves med farven 2 vil et lignende argument fgre
til en modstrid, og det er dermed vist at H ikke kan farves med
de givne lister.

Tag nu 4 disjunkte kopier af H; Hy, Hy, H3, og Hy, og tilfg]
farven 4+14, 1 = 1,2, 3, 4, til ethvert ydre punkt i H; (dvs. ethvert
punkt med liste af leengde 3 i kopierne af H). Tilfgj derudover
et nyt punkt v med farvelisten {5,6,7,8}, og forbind v med alle
ydre punkter i alle H;’erne. Grafen der fremkommer ved denne
konstruktion er planar og ikke 4-listefarvelig. Thi farves v med
farven 4+1,1 = 1,2, 3, 4, vil de ydre punkter i H; ikke kunne farves
med denne farve og resten af H; kan saledes ikke listefarves med
de givne restlister, da denne er en kopi af den ikke-listefarvelige
graf H.

Dette eksempel pa en ikke-4-listefarvelig planar graf kan ggres
endnu mindre ved at lade 6 punkter i H;’erne “overlappe” hinan-
den, dvs. identificere dem med hinanden, se figur 4.4. Denne graf
har 63 punkter.

Det ses yderligere at grafen i figur 4.4 er 3-farvelig (fjern cen-
terpunkterne i hvert kvadrat; restgrafen er 2-farvelig, og tilfgjes
centerpunkterne igen kan de alle fa en tredje farve).



4.3. ET EKSEMPEL PA EN IKKE-4-LISTEFARVELIG, PLAN GRAF 53

Historisk:

Carsten Thomassens bevis for 5-listefarvelighed ([5]) af
planare grafer blev offentliggjort i 1994. Beviset er en
bekraeftelse af formodningen om at alle planare grafer er
b-listefarvelige, som blev fremsat af V. G. Vizing i 1975, og
uafhaengigt heraf, af P. Erdos, A. L. Rubin og H. Taylor i
1979 1 [1].

En anden formodning som blev fremsat i [1] var at der ek-
sisterede planare grafer som ikke var 4-listefarvelige, altsa
en formodning om at 4-farvesaetningen ikke ville kunne ud-
vides til listefarvelighed. Det fgrste eksempel pa en planar
graf der ikke er 4-listefarvelig blev praesenteret af M. Voigt
i [12] i 1993, altsa for C. Thomassens bevis. Denne graf har
238 punkter og er en neertriangulering.

Det i dette kapitel bragte eksempel pa en ikke-4-listefarvelig
graf, konstrueret af M. Mirzakhani i 1996, se [11], har
“kun” 63 punkter, og kan desuden let pavises at veere 3-
farvelig. Den er dermed ogsé svar pa spgrgsmalet stillet af
T. R. Jensen og B. Toft i [13, side 46-47]; er enhver 3-farvelig
planar graf 4-listefarvelig? Svaret er saledes ne;j.
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Kapitel 5

Listefarvning og polynomier

5.1 Acykliske orienteringer og listefarvning

Lad D vere en orienteret, acyklisk graf. D kan da (d%(z) + 1)-
listefarves. Betragt figur 5.1. Da D er acyklisk vil der veere mindst

D

X n X n-1 X n-2 X 2 Xl

\\-\\\%ﬁ (x.)

Figur 5.1: D er en orienteret, acyklisk graf. Fjernes et punkt med udvalens 0 successivt
fra den aktuelle version af D, f3s en raekkefglge af punkter, z1,... ,zn, i hvilken D kan
(d* (z;) + 1)-listefarves, 1 <7 < n.

ét punkt med udvalens 0. En ordning af punkterne i D kan opnéas
pa folgende made:

Seet D1 = D. I det ¢’te skridt i processen veelges blandt punkterne i
D; et punkt med udvalens 0, f.eks. det sidste punkt pa en maximal
ensrettet vej. Der eksisterer mindst 1 sadant punkt i D;, da D og
dermed alle delgrafer af D er acykliske. Dette punkt kaldes z;.
Herefter seettes D;1 1 = D; — {xz;}, og der gées til skridt 7 + 1.
Processen ender efter skridt n.

35
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D kan nu (d*(z;) + 1)-listefarves i raekkefolgen zq,... , z,, idet
det 7’te punkt er forbundet med d*(z;) tidligere farvede punkter,
og dermed hgjst har d*(z;) “forbudte” farver i sin liste.

5.2 Eulerske orienteringer

Alon, [7], og Alon og Tarsi [8] beskriver et andet (svagere) krav
til en orientering end acykliskhed som ogsa sikrer (d*(z) + 1)-
listefarvelighed, for x € D, nar D er en orienteret graf. Til denne
udvidelse bruges folgende

Definition 5.2.1. En orienteret delgraf H af en orienteret graf
D, hvor V(H) = V(D) kaldes Eulersk, hvis der gelder, at Vv €
V(D) : dz(v) = df(v). H kaldes lige hvis H har et lige antal
kanter, ellers kaldes H wulige. Med EE(D) og EO(D) benavnes
antallet af lige hhv. ulige Eulerske delgrafer af D.

Til beviset for hovedsaetningen, Seetning 5.3.1, skal der bruges
et vigtigt veerktgj, det sakaldte grafpolynomie. Grafpolynomiet
for en (ikke-orienteret) graf G, fg(z1,... ,n) pa punktmangden
V(G) ={v1,... ,v,}, er defineret ved

fo(mr,- .. zn) = [[ {(zi — ;) 1 < j,ow; € E(G)} (5.1)

Grafpolynomiet for grafen G, fg(z1,...,,), ses at veere enty-
digt bestemt for en givet nummerering af punkterne i G. Ganges
produktet i (5.1) ud, vil hvert led i denne form af grafpolynomiet
vaere pa formen

i

cj:c(fla:2% e :I:f;% (5.2)

hvor j, 0 < j < m, indikererer at det er det j'te af de ialt m led,
hvor ¢; € Z og for alle j, 0 < j < m, geelder der at Y . ol =
|E(G)|, thi leddene fremkommer ved at der fra hver parantes i
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produktet i (5.1) indgar netop ét x; (med fortegn), og antallet
af paranteser er praecis |E(G)|. Hvert af de m led (5.2) i fg kan
saledes opfattes som en orientering af grafen GG, hvor de x;’er der
indgar i leddet repraesenterer punkter v;, hvorfra de orienterede
kanter udgar, og a{ er punktet v;’s udvalens i orientering 7. Mere
preecist kan folgende fremgangsmade benyttes (se [8]): For hver
orienteret kant e = (v;, v;) € E(G) defineres veegten af kanten e,
w(e) ved

_ x; hvise <
wle) = { —z; hvisi>j

Veaegten w(D) af en orientering D af grafen G defineres til at veere
produktet [Jw(e), hvor e lgber over meangden af alle orienterede
kanter e 1 D. Det ses séledes at fg = > w(D), hvor D lgber over
méangden af alle orienteringer D af G.

5.3 Hovedsatningen, et resultat af
Alon og Tarsi

Seetning 5.3.1. Lad D veere en orienteret graf. Hvis EE(D) #
EO(D) kan D (df(v) + 1)-listefarves.

Bewis for Setning 5.3.1. Lad D = (V, E) veere en orienteret graf
med punktmeengde V = {vy,...,v,} og s&t d; = df(v;), ud-
valensen af v;. Antag at EE(D) # EO(D). For 1 <17 < n sattes
S; til at veere en liste af |S;| = d; + 1 forskellige farver hgrende
til punktet v;. Antag nu at det for en tildeling af lister, S;, til
punkterne v; ikke er muligt at listefarve D. Lad GG veaere den ikke-
orienterede underliggende graf af D, altsd den graf der fremkom-
mer ved at ggre de orienterede kanter i D ikke-orienterede, og lad
fe = fe(zy, ..., z,) veere grafpolynomiet for G. Antagelsen om
ikke-listefarvelighed af D for de givne lister S; er aekvivalent med
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udsagnet
fe(z, ... ,z,) = 0 for alle n-tupler (5.3)
(271,...,il?n)631XSQX---XSn. .

Dette ses af at hvis D ikke er listefarvelig for listerne \S;, vil der
for ethvert forsgg pa at listefarve D med farver fra S;’erne vaere
mindst ét seet naboer, f.eks v, og vy, der far samme farve, a, hvilket
i fe viser sig ved at den tilhgrende faktor, (z, — zp) = (¢ — ) er
0.

For hvert 7, 1 < i < n, s®ttes polynomiet Q;(z;) til at veere

d;
Qi(z;) = H(a:l —s) = xf”“ — Zq”azf (5.4)
j=0

SES;

Det ses let af (5.4) at
d; '
z; € Si = Qi(z;) =0, dvs., 2% = Zqijxf. (5.5)
=0

Lad f veere polynomiet der fremkommer ved at omskrive fg som
en sum af led pa form som i (5.2), og ved brug af relationerne i
((5.5)) successivt udskifte hver forekomst af a:;j;, 1 <4< n, hvor
d; > d;, med en linearkombination af mindre potenser af z;. I
polynomiet f; der opnas ved denne omskrivning har z; saledes
grad hgjst d; for alle 1 <17 < mn.

Desuden er fg(zy,...,%,) = fa(z1,...,z,) for alle n-tupler
(1, ,25) € S1 X ... X Sy pga. (5.5) og dermed giver (5.3) at
fa(z, ... ,z,) = 0for enhver n-tuple (x4, ... ,2,) € S1X...XS,.

Pa dette sted i beviset far vi brug for fglgende 2 lemmaer og et
korollar:

Lemma 5.3.2. Lad P = P(z1,...,z,) vere et polynomie i n
variable. Antag at for 1 < 1 < n er graden af P, betragtet som
et polynomie © x;, hgjst d;, og lad S; C Z wvere en maengde af
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d; + 1 forskellige heltal. Hvis P(z1, ... ,z,) = 0 for alle n-tupler
(Z1,...,2,) € S1 X ... XSy, sd er P=0.

Bewvis for Lemma 5.3.2. Der anvendes induktion over n. For n =
1 udsiger lemmaet at et polynomie i én variabel, som ikke er
nulpolynomiet, og som har grad d; hgjst kan have d; forskellige
rgdder.

Under antagelse af at lemmaet er sandt for n —1 bevises det for
n, n > 2. Givet et polynomie P = P(zy,...,z,) og mangder S;
som opfylder kravene i lemmaet, kan P skrives som et polynomie
iz, P= Z?io P(x1,...,T,_1)x%, hvor hvert P; er et polynomie
med en zj-grad der er begraenset af d;. For hver fast (n — 1)-
tuple (z1,...,Zy—1) € Sy X -+ X S,_1 er polynomiet i z,, der
opnas ved at substituere veerdierne af z1,...,x,-1 ind i P, nul
for alle z,, € S, og dermed identisk lig nul idet det dermed er
et polynomie af grad d med d + 1 forskellige rgdder. Derfor ma

P(z1,...,zn—1) = 0foralle (z1,...,2Zy-1) € S1 XX S,_1, som
ifglge induktionsantagelsen medferer at P; = 0 for alle i, hvilket
giver at P = 0, og lemmaet er hermed bevist. ]

Lemma 5.3.3. Lad fg(z1,... ,z,) vere grafpolynomiet for grafen
G. Kald en kant (vi,v;) @ G for aftagende hvis i > j, og kald

en orientering D af G lige hvis den har et lige antal aftagende

kanter, ellers kaldes den_ulz'ge. Lad for ikke-negative dy, . .. ,d,,

DE(dy,...,d,) og DO(dy,... ,d,) betegne antallet af hhv. lige

og ulige orienteringer af G i hvilke udvalensen af punktet v; er d;

for1<i<n.

Sa er

felat, ... o) = (|DE(d1,... )|

dise.. ,dn>0
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Beuvis for Lemma 5.5.3. Ifglge diskussionen af korrespondencen
mellem led i fg og orienteringer af grafen G pa side 57, er
fe =Y w(D), altsé sé at sige “summen af G’s orienteringer”. Da
hver aftagende kant (v;, vj), ¢ > j,1en orientering D af G medfgrer
at —z; medtages i produktet [Jw(e) = w(D), vil dette produkts
fortegn afheenge af om der er et lige eller ulige antal aftagende kan-
ter i orienteringen D af GG; positivt for et lige antal, negativt for et
ulige. Antallet af positive led af typen a:‘lilang -2 i fg er derfor
|\DE(dy, ... ,d,)|, og antallet af negative led af denne type i fg
er |[DO(dy, ... ,dy,)|. Ialt er antallet af led af typen Mz - - - 2t i

fe derfor |DE(dy,... ,d,)| — |DO(dy,... ,d,)|, hvilket medfgrer
lingning (5.6). O

Korollar 5.3.4. Lad D veere en orientering af en ikke-orienteret
graf G = (V, E) pi mengden V = {vy,...,v,} af punkter. For
1 < i < n settes d; = df,(v;) til at vere v;’s udvalens i D.
Sad er absolutverdien af koefficienten til leddet H?zlazf" 1 stan-
dardrepresentationen af fg = fa(z1, ... ,z,) som en linearkom-

bination af led, |EE(D) — EO(D)|. Specielt er denne koefficient
forskellig fra nul, hvis EE(D) # EO(D).

Bewvis for Korollar 5.3.4. Lad der veere givet en fast sekvens af
positive heltal dy,...,d, og lad D; veere en fast orientering i
DE(dy,...,d,) U DO(dy,...,d,). For en vilkarlig orientering
Dy € DE(dy,...,d,) UDO(dy,...,d,) defineres D; & Dy som
mengden af alle orienterede kanter i Dy, hvis orientering er mod-
sat 1 Ds. Da udvalensen for ethvert punkt v; er den samme i Dy
og Do, nemlig d;, er D1 @ Dy en Eulersk delgraf af D; (og desuden
af Dj). Dette indses vha. fglgende (betragt figur 5.2): Punktet v;
har samme udvalens, d;, i D; og Dy. Kaldes antallet af kanter,
som gar ud fra v; i bade Dy og D, for t, ses det let at antallet af
kanter der gar ud fra v; i Dy, men ind til v; i Dy ma veere d; — t.
Ligeledes mé antallet af kanter der gar ud fra v; i Dy, men ind til
v; 1 Dy veere d; — t. Derfor geelder der for alle ¢, 1 <1¢ < n, at an-
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v :
D1.+

D, =

a-t art

Figur 5.2: v; er et punkt i orienteringerne Dy og D5 af en graf G. Orienteringen af
kanterne i D1 er markeret med en solid, sort pil, og orienteringen i Dy med en 8ben

pil.

tallet af kanter i Dy @ D5, som er udadgaende D;-kanter er d; — ¢,
og antallet af kanter i Dy & Dy som er indadgaende D;-kanter er
d; — t, og D1 ® Dy er dermed Eulersk.

D1 @& D, ses at veere en Eulersk delgraf af D; med et lige antal
kanter hvis og kun hvis enten D; og Dy begge er lige, eller de
begge er ulige. Dette skyldes at der er 2 forskellige slags kanter
(type 1 og 2 nedenfor) i Dy @ Ds, og 2 forskellige slags kanter
(type 3 og 4 nedenfor) der ikke er med i Dy @ Ds. Disse ialt 4
typer af kanter er

1. Kanter der er aftagende i D; og ikke-aftagende i Ds.
Deres antal kaldes z.

2. Kanter der er ikke-aftagende i D; og aftagende i Ds.
Deres antal kaldes y.

3. Kanter der er aftagende i bade Dy og D;.
Deres antal kaldes z.

4. Kanter der er ikke-aftagende i bade Dy og Ds.

At antallet af aftagende kanter i Dy og Do har samme paritet
betyder at (z + z) (som er antallet af aftagende D;-kanter) og
(y+2) (som er antallet af aftagende Dy-kanter) har samme paritet,
hvilket medfgrer at z og y har samme paritet. Da antallet af kanter
i D1 @ Dj er (z +y), vil dette tal i denne situation veere lige.
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Omvendt ses det at et lige antal kanter i Dy @& Dy medfgrer at
z og y, og dermed ogsé at (z + z) og (y + 2), har samme paritet,
sé at det kan konkluderes at Dy @ D5 er en Eulersk delgraf af D
med et lige antal kanter hvis og kun hvis enten D; og Dy begge
er lige, eller de begge er ulige.

Betragtes atbildningen Dy — D71 @ D5, ses den at veere en bi-
jektion mellem DE(dy, . ..d,)UDO(dy, .. .d,) og mangden af alle
Eulerske delgrafer af D;. Thi hvis det antages at 2 orienteringer,
D) D3 e DE(dy,...d,) UDO(dy,...d,), der afbildes over i den
samme Fulerske delgraf Dy @& Ds er forskellige, ma de have mod-
satrettede orienteringer af den samme kant e i G. Men s& ma e’s
orientering i den ene af orienteringerne (antag uden tab af gener-
alitet at det er Di) stemme overens med orienteringen af e i D,
og vaere modsat i den anden orientering, D3. Dette vil medfgre
at e er med i den Eulerske delgraf som D3 afbildes over i, men
ikke i den Eulerske delgraf som D] afbildes over i, hvilket strider
imod antagelsen. Da D} og D2 siledes mé veere identiske hvis de
afbildes over i den samme Eulerske delgraf af Dy, Dy @& Ds, er
afbildningen D2 — D1 D D2 1-1.

For fast D; er det i det foregdende vist at enhver orientering
af G afbildes over i en Eulersk delgraf af D; vha. operationen
D1 @& Dy. Haves der derimod en Eulersk delgraf H af D;, hvor
D, € DE(dy,...d,) U DO(dy,...d,) kan en anden orientering
Dy € DE(dy,...d,) UDO(dy,...d,) af G opnées ved at orien-
tere alle kanter 1 (G, der svarer til en kant i H, modsat af deres
orientering i H, og resten af kanterne i G orienteres samme vej
som deres modsvarende kanter i D;. Denne orientering Dj vil vaere
et element 1 DE(dy,...d,) U DO(dy, . ..dy) fordi de n punkter i
Dy vil have samme udvalenser som de tilsvarende n punkter i
D1, nemlig dy, .. .d,, hvilket er en konsekvens af konstruktionen
af Dy. Ethvert punkt v; € Dy @ Dy har nemlig udvalens = in-
dvalens = ¢;, sa at det tilsvarende punkt i Dy vil have udvalens
¢; + (d; — q;) = d;, idet de ¢; kanter der gar ind til punktet v; i
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D1 & Dy orienteres modsat i Dy, og de d; — ¢; kanter som gar ud
fra v; 1 Dy og som ikke er i Dy @ D, orienteres samme vej som i
D;. Dette beviser at et Dy opnéet udfra en Eulersk delgraf H af
D; er et element i DE(dy,...d,) U DO(dy,...d,). Afbildningen
Dy — D1 @ D5 er dermed ogsé pa og dermed en bijektion.

Hvis D er lige, afbildes lige orienteringer over i Eulerske del-
grafer af Dy med lige kanttal og ulige orienteringer over Eulerske
delgrafer med ulige kanttal. Hvis D; er til gengeeld er ulige afbildes
lige orienteringer over i delgrafer med ulige kanttal og ulige orien-
teringer over i delgrafer med lige kanttal. Pga. at Dy — D1 @ Dy
ogsa er en bijektion har vi séledes

|DE(dy,...d,)| —|DO(dy,...d,)|| = |EE(Dy) — EO(D,)|

som sammenholdt med Lemma 5.3.3 fuldender beviset for korol-
laret. ]

Lemma 5.3.2 medfgrer siledes at f, = 0. Men ifglge Korollar 5.3.4
er koefficienten il [];_; :c?" i fg forskellig fra nul pga. antagelsen
om at EE(D) # EO(D). Idet graden af hvert z; i ovenstaende
led i fg er d;, vil den fornaevnte gradnedsaettelsesproces vha. (5.5)
ikke have indflydelse pa leddet. Ydermere opstar der ikke andre
led af denne type ved gradnedsattelsen, thi led der har faet nedsat
grader vil have en gradsum skarpt mindre end | E(G)] til forskel fra
leddet [T}, xf’ At leddet ikke sendres af de anvendte operationer
og at der ikke opstar nye led med samme grader d; for alle 4,
betyder at dets koefficient i f, er identisk med dets koefficient i
fa, og at koefficienten dermed ikke er nul.

Dette strider mod det for opnéede resultat at fo = 0. An-
tagelsen om ikke-listefarvelighed af D i starten af beviset er saledes

forkert, og D er derfor (df(v) + 1)-listefarvelig. O

Hvis D er acyklisk, er EE(D) =1 (idet enhver graf uden kanter
er Eulersk) og FO(D) = 0 (idet enhver kant i en Eulersk graf er
med i en kreds). Alon og Tarsi’s saetning giver séledes direkte at
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D kan (d*(x) 4 1)-listefarves.

5.4 En anvendelse af Alon-Tarsis resultat

[ [9] leverer H. Fleischner M. Stiebitz lgsningen til et farvningsprob-
lem stillet af P. Erdos, i form af folgende seetning:

Saetning 5.4.1. Lad n vere et positivt heltal og lad G vere en 4-
requleer graf med 3n punkter. Antag at G kan opdeles 1 en Hamil-
tonkreds og n parvis punktdisjunkte trekanter. Sa er x(G) = 3.

Definition 5.4.2. Lad D vare en orienteret graf. En kantmaeng-
de E* C E(D) kaldes en Eulersk kantmengde, hvis den er kant-
mengden i en Eulersk delgraf af D.

Der defineres fglgende maengde:

e(D) ={FE* C E(D) : E* er en Eulersk kantmangde i D}
Hertil knyttes tallet
e(D) =¢(D)

Et system S af ikke-tomme, orienterede delgrafer i en orienteret
graf D, givet ved S = {D1,..., Dy}, m > 1, kaldes en opdeling
af D hvis og kun hvis

m
E(D)=|JE(D;), og E(D;))NE(D;) =0,1<i<j<m
i=1
Notation. Hvis a er en orienteret kant i en orienteret graf D,
skrives der a® for den modsatrettede kant af a, dvs. a = (z,y) <
a® = (y,z). Hvis A C E(D) skrives der A for mezengden af kan-
ter der de modsatrettede kanter af A, altsd A% = {af' : a € A}.
Med notationen A(z : D), ¢ € V(D) menes meangden af alle
kanter i (D) der enten gar ind til z eller ud fra z. Af og til er
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det ngdvendigt at markere, at visse elementer taelles med og andre
ikke teelles med i en maengde som f.eks € ovenfor. Séledes betegner

€:€(D,CL1,... ,a,p,Bl,... ,bq,azl,... ,Zl?r,’yl,... ,gs)
meangden af alle Eulerske kantmaengder E* € £(D) som opfylder:
a; € E*,i=1,...,p,b ¢ E*,i=1,...,q, A(z; : D) C E*,
i=1,...,r,08 A(ly; : D)NE*= 10,1 =1,...,s. Derudover
sattes

e(D,ay,... ,ap,gl,... by, T, T, U, -, Ys) = €]
Folgende lemma svarer til Korollar 1.6 i [9] og bygger p& Alons
og Tarsis resultat.

Lemma 5.4.3. Hvis G er en 2k-requler graf (k > 1) med p
punkter og som har en FEulersk orientering D som opfylder
e(D) =2 mod 4, og hvis pk er lige sd er x(G) < X(G) < k+ 1.

Bewvis. Bemaerk forst at Eulerske delgrafer af orienterede, Eulerske
grafer optraeder i par; (D1, D), ..., Dy, Dy), thi fijernes en Eu-
lersk delgraf fra en Eulersk graf vil der fra hvert punkt vaere fjernet
lige s& mange indgaende kanter som udgaende. Restgrafen vil da
ogsé veere Eulersk.

Bemsark endvidere at antallet af kanter er lige, pga. valens-sum-
formlen og fordi pk er lige; p-2k = 2-|E(G)| = |E(G)| = pk. Men
da kanttallet er lige og da Eulerske delgrafer af Eulerske grafer
optraeder 1 par, mé der geelde at EE(D) er lige og at EO(D) er
lige.

Dvs. at hvis EE(D) = EO(D) = 2q er EE(D) + EO(D) =
4q = 0 mod 4. Heraf fglger at hvis EE(D) + EO(D) = 2 mod 4
mé EFE(D) # EO(D). Lemmaet fplger s& af Seetning 5.3.1. O

Lemma 5.4.4. Lad D vere en orienteret, Eulersk graf, og lad C
vere en énsrettet kreds © D med m kanter.
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Set Dy = (D — E(C)) U E(C)E, og definer en afbildning ¢
ved p(E*) = (E*— E(C))U(E(C) — EY for alle E € (D). Da
geelder

D1 er en orienteret, Eulersk graf. (5.7)

Afbildningen ¢ er en bijektion fra e(D) pd €(D1),

og e(D) = e(Dy). (5:8)

Bewis. 5.7 ses ved, at ved fjernelse af kanterne i en Eulersk delgraf
af en Eulersk graf, lader en restgraf tilbage hvor alle punkter op-
fylder at indvalens er lig udvalens. 5.8 indses pafglgende vis: Lad
E* € ¢(D). St D' = (V(D), E*) og D} = (V(D),p(E*)). D’
ses at veere en orienteret, Eulersk graf. Det skal forst vises at D]
er Eulersk. Lad z € V(D). Hvis z ¢ V(C), folger det af defini-
tionen af @(E*) at dp, (z) = df,(z) = dp(z) = dp, (). Antag
nu at z € V(C). Lad a; € E(C) veere en kant der udgar fra z,
og lad as € E(C) veere en kant der gér ind til z. Der ma geelde
at a; € E* & af ¢ p(E*),i = 1,2. Dvs. at dz;,l = dp,. D} mé
saledes veaere Eulersk, s& at o(E*) € €(D1), og det ses at ¢ er en
bijektion fra (D) pa e(D1). ]

Saetning 5.4.5. Lad D wvere en orienteret, Eulersk graf. An-
tag at D kan opdeles 1 en énsrettet Hamiltonkreds, og n > 0
parvis punktdisjunkte, énsrettede trekanter, der er kantdisjunkte
med Hamiltonkredsen. Sa er e(D) = 2 mod 4.

Bewis. (Induktion over antallet af trekanter, n). For n = 0 er D
blot en kreds, og Ey = () og Ey = E(D) er de to eneste Eulerske
kantmaengder i D. S& er (D) = 2 som forventet.

Lad nu n > 1, og antag at setningen er sand for enhver orien-
teret, Eulersk graf som kan opdeles i en Hamiltonkreds og & < n
parvis punktdisjunkte trekanter. Lad D veere en orienteret, Fu-
lersk graf der kan opdeles i en Hamiltonkreds C, og n parvis
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disjunkte trekanter. Lad 1" veere én af trekanterne i opdelingen,
og lad z1, z2 og z3 betegne punkterne i T, hvor a; = (z3, z9),
as = (z1,x3) og ag = (9, 1) er kanterne i 7.

Definer e*(D) ved

e’ (D) = e(D, a1, az,a3) + e(D, a1, a2, a3) + e(D, ay, az, az)
+ G(D, ai, az, (13) + G(D, ai, az, (_13) + G(D, a1, az, a’3) (59)

Det ses at
e(D) = e(D,ay,az,a3) + e(D,a1,as,a3) + e (D) (5.10)

idet hgjresiden af (5.10) er summen af Eulerske delgrafer af D
fordelt pa samtlige mulige inklusioner og ekslusioner af kanterne
ai, as 0g as.

Seet nu D' = D — E(T). Da E(T) er en Eulersk kanmaengde
i Dere(D) = elD,a1,aa3) = e(D) = e(D,ay,as,a3). In-
duktionshypotesen medfgrer at e(D’) = 2 mod 4, og dermed er
e(D,ay,a9,a3) = e(D, ay,as,a3) = 2 mod 4. Sammen med (5.10)
giver dette

e(D) = e*(D) mod 4 (5.11)

Det skal nu blot vises at e*(D) = 2 mod 4. Hertil benyttes 3
orienterede grafer, D}, Dj, og D5 som konstrueres udfra D, og pa
hvilke induktionshypotesen kan anvendes.

Betragt nu T’s punkter x1, z9, og z3. For « = 1, 2, 3 benaevner
z; efterfolgeren til z; pAC, og z; forgengeren til z; pd C. Pga
Lemma 5.4.4 kan det antages at C er (ensrettet) orienteret i ret-
ning fra z; til a9, fra zs til x3, og fra x5 til 1, som vist i figur 5.3.
Lad C; betegne den éntydigt bestemte ensrettede kreds som op-
fylder a; € E(C;) C E(C) U A{a;}. C1, Cy, og C5 ses at veere
kantdisjunkte.

I det folgende betegner (i, 7, k) en af triplerne (1,2, 3), (2,3, 1),
eller (3,1,2).
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Figur 5.3: Skitse af grafen D, med markering af kredsen C og trekanten 7" best&ende
af punkterne z1, z9, og x3, og kanterne a1, as, og as.

Forst defineres D; til at veere den orienterede graf opnaet fra
D ved at vende orienteringen af C;, dvs. at D; = (D — E(C})) U
E(C;)® som angivet pa figur 5.4.

Figur 5.4: Skitse af grafen D; som er opndet udfra grafen D fra figur 5.3 ved at vende
orienteringen af en kreds som herved bliver til kredsen C;.

Herefter konstrueres en graf D) udfra D; ved at fjerne kan-
terne a;, ax, b;, og bR og opsplitte punkterne z;, Tj, 0g Tj 1
to punkter hver, si at der opstér 3 nye punkter; z;, =}, og z}.
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Den orienterede graf D; opnas ved tilsidst at saette a; = (=}, z},),
ap = (2}, 2}), by = (z7,2}), og b} = (},zy), og lade resten af
elementerne i grafen veere ugendrede. Den resulterende graf D; er

skitseret i figur 5.5. Bemaerk at D; via denne konstruktion er en

Figur 5.5: Skitse af grafen D! som er opndet udfra grafen D; fra figur 5.4 ved at
fjerne nogle kanter, splitte punkterne z;, z;, og xy, og tilfgje nogle nye kanter.

orienteret, Eulersk graf som kan opdeles i en Hamiltonkreds og
(n — 1) parvis punktdisjunkte trekanter, og induktionshypotesen
kan saledes anvendes herpa til at opna

e(D7) = e(Dj) = e(Dj) = 2 mod 4 (5.12)
hvilket medfgrer at
e(D}) + e(D3) + e(D3) = 2 mod 4 (5.13)

Da d=(z}) = d*(z}) = 1 er det klart at en vilkarlig Eulersk kant-
maengde E* € (D) enten indeholder enten begge kanterne a; og
ag, eller ingen af disse. For (4,7, k) € {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
vil der saledes galde at

e(D ) = e(DZ, a; 7a’j’ak) + e(Dia aﬁa ajvak)

(5.14)
+ e(D,L,aZ ,aj,ar) + € (D;, a; ,aj,ak)
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[ det fplgende afviges der fra originalbeviset i |9], og der bringes

istedet et lettere leeseligt sammendrag af de anvendte principper.
Der findes forst omskrivninger af de 4 led pa hgjresiden i (5.14).
Det ses at

e(D,di,aj,ak) = e(Di,af,aj,ak) = B(DZ, a; ,aj,ak) (5.15)

-hvor fgrste lighedstegn fglger af Lemma 5.4.4 hvor “den vendte
kreds” er Cj. Andet lighedstegn folger af konstruktionen af D
udfra D;. Man kan ligeledes overbevise sig om at

e(D, a;,a;,ax) = e(Dy, a;, a;,ax) = e(D}, a;, a;,a;) (5.16)

0g
D! af a; a;) =e(D,z;,x
( ir & J k) ( / J_k) o (517)
= G(D y Ly Tj, xk) + G(D y Ly T, fl?k)
hvor det bl.a. benyttes at valensen af z; er 2, og
D! af a;,a1) =e(D, z;, %
( 31 Y J k) ( , _] k)_ o ) (518)
= G(D yLiy Tjy ZBk) + G(D y Ly Ty, Zl?k)
Nu haves
G(D,) = 6( ai) aj, ak) + G(D a;, ajaak)
( Z7x]7xk)+e(D xhx_]axk)
+e(D', :Ul,zc],:ck) +e(D', %, zj, Ty,
hvor e(Dj) = 2 mod 4 O

Saettes

m = e(Dy) + e(Dy) + e(Dy)
=2mod 4+ 2mod4+ 2mod4
= 2mod 4
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fas at (hvor e(D, a1, ag, a3) = e(D, a1, az,a3) = 2 mod 4)

m =e(D) —e(D,ay,a9,a3) — e(D,ay, as, as)
+ 4(6(D,7 L1, T2, 53) + e(D,7 x1, T2, {‘63) + 6(Dl7 L1, L2, ZE3))

hvor den sidste linje naturligvis giver 0 mod 4.

Alt 1 alt fas at e(D) = 2 mod 4, og Lemma 5.4.3 medfgrer
ikke blot Seetning 5.4.1, nemlig at grafen er 3-farvelig, men at den
faktisk er 3-listefarvelig.
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Historisk:

At knytte det listekromatiske tal for en graf til antallet af
Eulerske delgrafer med lige og ulige antal kanter i en orien-
tering af grafen, er en idé af Alon og Tarsi fra lige fgr 1990.
Den blev dog ferst publiceret i 1992 i [8].

Metoden vakte stor opsigt fordi det var en ny made at be-
tragte farvningsteori pa, dels ved at relatere til orienteringer,
dels ved at opna listefarvningsresultater idet der i perioden
mellem Erdés-Rubin-Taylors artikel [1] fra 1979 og Alon-
Tarsis artikel, ikke blev offentliggjort nogen listefarvningsar-
tikler.

Fleischner og Stiebitz brugte Alon og Tarsis metode i [9] for
offentliggrelsen af [8]. Da Fleischner og Stiebitz i [9] 1gste et
problem som var blevet stillet af P. Erdés med en tilhgrende
dusgr for lgsningen pa US$100, kunne de siledes hver ind-
kassere en check pad US$50, og endnu vigtigere, de kunne
efter udbetalingen af belgbet indramme checken med Paul
Erdos’ underskrift! Denne sidste lille anekdote er taget fra
Zimaths Volume 1 Issue 3, “Solving a problem posed by
Paul Erdos”, hvor H. Fleischner fortaeller om selve processen
i Igsning af et problem af Erdos.




Kapitel 6

Kant-listefarvning. Galvins
Seetning.

[ dette kapitel drejer det sig ikke leengere kun om simple grafer,
idet der her ogsa behandles kant-listefarvninger, og to kanter med
éns endepunkter derfor vil have betydning for en farvning. Det
antages dog at at graferne ikke har slgjfer.

6.1 Galvins Satning

I det fplgende bevises Galvins saetning, se [14].

Definition 6.1.1. Lad D vere en orienteret graf. Ved en kerne
i D forstas en uafhengig mengde K C V(D) hvorom gelder at
for alle v € V(D) \ K eksisterer der et punkt v € K sé at v — u,
altsd en uathaengig maengde som alle punkter udenfor maengden
har en orienteret kant ind til.

Lemma 6.1.2. Lad D vere en orienteret graf, hvor enhver in-
duceret delgraf af D har en kerne. D er da (d*()+1)-listefarvelig.

Bevis. Da D er (d*() 4 1)-listefarvelig hvis og kun hvis hver sam-
menhaengskomponent i D er (d*()+1)-listefarvelig, kan D antages
at veere sammenhangende. Der anvendes induktion over antallet
af punkter i D, |V(D)].

73
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For |V(D)| = 1 bestar D kun af et enkelt punkt (med udvalens
nul), som let ses at kunne 1-listefarves.

For |V(D)| = n antages lemmaet at veere sandt for grafer med
hgjst n — 1 punkter. Lad for hvert punkt v € V(D) S(v) angive
en vilkarlig, fast liste af d*(v) + 1 farver, som er knyttet til punk-
tet v. Veelg en vilkarlig farve ¢ € ey (p) S(v), altsé en farve som
forekommer i mindst én af listerne hgrende til punkterne i D. Saet
S={veV(D):ce Sw)} oglad K vere kernen i S. Betragt
nu delgrafen D' = D[V(D)\ K] af D. Saet S’ (v) = S(v) — {c} for
alle v € V(D'). Det ses at alle punkter v € D’ har lister S’(v) af
leengde mindst d*(v) + 1. D’ kan derfor iflg. induktionsantagelsen
listefarves mht. listerne S'(v), v € D'. Denne listefarvning af del-
grafen D' C D kan udvides til en farvning af hele D, thi alle
punkterne i K = V(D) \ V(D') kan farves med c idet K er en
uafhaengig punktmeengde i D, og farven c ikke blev anvendt til
farvning af punkter i V(D) \ K. O

Heraf folger

Korollar 6.1.3. Lad D wvere en orienteret graf med maximum
udvalens pan — 1, © hvilken enhver induceret delgraf har en kerne.
D er da n-listefarvelig.

Hermed kan vi nu bevise

Satning 6.1.4 (Galvins Saetning). Lad H vere en 2-delt
multigraf, og lad G = L(H) vere liniegrafen for H, og antag at G
er n-farvelig. Sa er G n-listefarvelig.

Bevis. Seet V =V (G) = E(H) og lad (X,Y) betegne 2-delingen
af H.

For x € V(H) kaldes meengden {v € V : v er incident med z}
en rekke hvis x € X og en sgjle hvis £ € Y. To elementer i V
er saledes adjacente! hvis de er i samme raekke, i samme sgjle,

1Dvs. nabopunkter, betragtet som elementer i V(G), eller kanter incidente med det
samme punkt, betragtet som elementer i E(H)
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eller eventuelt begge dele (2 kanter med identiske endepunkter

siges at veere parallelle). For v € V betegnes rackken og sgjlen
indeholdene v for hhv. R(v) og C(v). Lad f : V — {1,...,n}

G:

L 4 1 P
e
2
°
Aftagendef — Ce - o€
°
°
e

>
o <

Figur 6.1: Figuren illustrerer orienteringsprocessen for linjegrafen G = L(H). To
kanter der er incidente med et punkt i X (dvs. i samme raekke) orienteres fra hgjeste
farve til laveste, og omvendt for kanter incidente med samme punkt i Y. Farvningen

af kanterne e; til eg i H opfylder f(e1) > f(e2), f(es) < f(ea), og f(es) # f(es)
(det indbyrdes stgrrelsesforhold mellem farverne af e5 og e er ligegyldigt, da de 2
modsatrettede orienteringer placeres pd samme kant.)

veere en n-farvning af G (og dermed ogsd en n-kant-farvning af
H). f er saledes 1-1 pa hver reekke og hver sgjle. Lad D veere en
orientering af G, séledes at u — v hvis enten R(u) = R(v) og
f(u) > f(v) eller hvis C(u) = C(v) og f(u) < f(v), altsa s& at
u — v hvis kanterne u,v € V er incidente med det samme punkt
i X og u’ farve har hgjere veerdi end v’s, eller hvis kanterne u og
v er incidente med det samme punkt i Y og w’s farve har lavere
veerdi end v’s. I tilfeelde af at kanternes 2 endepunkter er iden-
tiske vil orienteringen af kanten mellem deres tilhgrende punkter
i linjegrafen G veere orienteret begge veje. Orienteringsprocessen
ses igvrigt illustreret i figur 6.1.

Det ses nu at d*(v) < n for hvert v € V', hvilket folger af at f er
1-1 pa hver raeekke og hver sgjle. Thi et vilkarligt punkt v € V(G)
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der har faet tildelt farven f(v) =i, 1 < i < n, vil hgjest have
i — 1 udadtettede kanter til punkter i R(v) (pga. orienteringen
fra stgrre farve mod mindre), og hgjest n — ¢ udadrettede kanter
til punkter i C'(v) (orientering fra mindre mod stgrre farve), altsé
ialt hgjest (¢ — 1) + (n — i) = n — 1 udadrettede kanter.

Pga. Korollar 6.1.3 er det nu nok at vise at enhver induceret
delgraf D’ af D har en kerne. Det vises siledes ved induktion over
\V(D")|, V(D) CV, at V(D') har en kerne.

Givet en induceret delgraf D" af D, sacttes

T={veV(D):YVue Rw)NV(D),u#v: f(v) < f(u)}

Dvs. T dannes ved fra hver rackke i D’ at medtage elementet med
den mindste farveveerdi. Alle punkter i V' (D')\T er forbundet med
et punkt i 7" med en kant orienteret ind mod T', hvilket fglger af
orienteringsreglen “fra stgrre mod mindre farveveerdi” for raekker
iV.

For |[V(D")| = 1 ses det enlige punkt v € V(D’) trivielt at
udgere en kerne 1 D', hvilket viser basistilfeeldet. Der kan nu gaes
videre til induktionsskridtet, hvor D" antages at have en kerne nar
V(D) <n-1.

Lad |V(D")| = n. Hvis T er en uathaengig maengde er T en
kernei D'. Antag derfor at T ikke er uaftheengig, s& at der eksisterer
to punkter vy,v9 € T, hvor v;1 — vy, hvilket betyder at vy og vy
er i samme sgjle idet der i T kun er ét element fra hver sgjle. Da
v1 0g V9 er 1 samme sgjle, ma der gaelde at f(v1) < f(v2). I spjlen
C(v1) = C(vz) ma der veere et punkt, vg € V(D'), med mindste
farveveerdi blandt punkterne i C(vy) NV (D'), hvor vy # vy, men
eventuelt vy = v;.

Betragt nu grafen D’ — vy. Denne graf mé ifglge induktionsan-
tagelsen have en kerne. Lad derfor K vere en kerne i D’ —vy. Hvis
v € K, ses det at K ogsé er en kerne i D', idet C(vy) = C(v2)
og dermed f(vy) < f(vq). Hvis derimod vy ¢ K mé der eksistere
et element e € K, sd at v9 — e. Men s& méa der galde at
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1. C(vg) = C(e) og f(v2) < f(e), og/eller
2. R(v2) = R(e) og f(ve) > f(e).

I forste tilfeelde vil der séledes geelde at vy — e, thi f(vy) <
f(v2) < f(e), og K er dermed en kerne i D'

Det andet tilfaelde viser sig slet ikke at kunne forekomme, idet
v € T, s& at der gaelder at Ve € R(vg) : f(ve) < f(e).

Det er dermed bevist at der for enhver orientering D af G, ud-
fert pa den ovenfor beskrevne made, gaelder at enhver induceret
delgraf D' af D har en kerne, s& at saetningen folger af Korol-
lar 6.1.3. ]

Galvins Saetning er her fremstillet som et resultat om n-kant-
listefarvelighed af 2-delte multigrafer. Men rent faktisk geaelder re-
sultatet 1 en steerkere form, nemlig at G er (kn : k)-listefarvelig
for alle £k € N, hvis H er en 2-delt multigraf og G = L(H).

6.2 En skarpelse af Galvins Satning

Folgende saetning er en svaekket udgave af Seetning 3 i [15]. Den
er til gengaeld en skaerpelse af Galvins Saetning som fremstillet i
afsnit 6.1. Beviset er stort set det samme som for Galvins Saetning,
og forskellen bestar i at man i stedet for en vilkarlig n-farvning
af liniegrafen G = L(H) (dvs. en kant-n-farvning af den 2-delte
graf H) veelger en “smartere” n-farvning af G som medfgrer at
alle udvalenser i orienteringen D af G (med samme metode som i
beviset for Galvins Setning), bliver df(e) < max{dn(z),dn(y)},
hvor e = zy er en kant i H med endepunkter x og y og dermed
et punkt i G. Dette ses at medfgre at H kan kant- f()-listefarves,
hvor f(e) = max{dp(z),dy(y)} for e = zy € E(H).

Saetning 6.2.1. Lad H vere en 2-delt multigraf. Definer for alle
kanter e = zy € E afbildningen f — N U {0} ved f(e) =
maz{dg(z),dr(y)}. H er da kant-f()-listefarvelig.
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Bewis. Lad G = L(H) veere liniegrafen af H, ogset V = E(H) =
V(G). Det er nok at pavise at:

(i) G har en orientering D sa at

dp(e) < max{dn(z),du(y)},
for alle e € V', og at

(ii) Enhver induceret delgraf D’ af orienteringen D af G har en
kerne.

Resultatet fglger da af Lemma 6.1.2.

Da isolerede punkter ikke har nogen indflydelse pa kantfarvning
af en graf, kan det antages at H er uden isolerede punkter. Kaldes
2-delingen af H for (X,Y) kan det antages at | X| < |Y].

Det vises ved induktion efter |V| at G har en farvning ¢ sa at
der for orienteringen D af G med samme metode som i beviset for
Galvins Setning gelder at df(e) < max{dg(z),dn(y)}, for alle
ecV.

For E(H) = 1 bestar H af 2 punkter, z og y, som er forbundet
med en kant, e = xy, og G bestar blot af ét enkelt punkt. Den
éntydige orientering D af G vil ligeledes blot veere ét punkt, da der
ikke er nogen kanter at orientere. Derfor er max {dy(z),dy(y)} =
1, og d},(e) = 0, og udsagnet er sandt i dette tilfaelde.

Antag at udsagnet er sandt for alle mindre kanttal end |V| > 1.
Lad nu M veare en maksimum pardannelse i H. Fglgende maerkn-
ingsprocedure udfgres nu pa H’s punkter:

Initialisering Sact
X' = {z € X|z er ikke endepunkt i en kant i M}.

Alle punkter i X’ meaerkes.

Step 1 Alle punkter i Y som er forbundet til et maerket punkt
maerkes.
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Step 2 Alle umaerkede punkter i X som er forbundet til et maer-
ket punkt i Y med en kant fra pardannelsen M maerkes.

Step 3 Hvis der er umarkede punkter i Y som er forbundet til
meerkede punkter i X, sa ga til Step 1.

Bemark at alle punkter i Y der meerkes er endepunkter i par-
dannelsen M, pga. at det er en maksimum pardannelse. Kaldes
mangden af de umaerkede punkter i Y, der ikke er endepunkter i
kanter fra M for Y, ses det at | X/| < |Y'| idet | X| < |Y].

Saet

X" ={z € X|z er et umarket endepunkt i en kant fra M}
og st
Y" = {y € Y|y er et umarket endepunkt i en kant fra M}

Det ses at X" # (). Dette skyldes at hvis X’ = @ er der ingen
mearkede punkter, og hvis X’ # () er Y’ # (), s& at punkterne i Y’
ma vaere forbundet til maerkede punkter i X, hvilket er i modstrid
med at M er en maksimum pardannelse.

Lad M" veere kanterne fra M hvis endepunkter ikke er maerkede.
M" # 0, thi X" # (. Pr. induktion har grafen G = L(H—M") en
farvning ¢ som muligggr en orientering D” med samme metode
som i beviset for Galvins Setning, og som opfylder dj,.(e) <
maX{dH_M"(.'II), dH_Mn(y), e=2IyY € V.

Kanterne 1 M"” kan nu farves med en ny farve med stgrre veerdi
end alle farver i " s& at der opnés en kant-farvning af hele H, .

Udfra farvningen ¢ af elementerne i V' dannes nu orienteringen
D af G. Det skal pévises at df,(e) < max{dg(z),dn(y)} for alle
e=zyeV.

For et element e = zy € V' \ M” (altsé en kant i H der ikke
har endepunkter i (X" UY")) vil der geelde at

dj(e) = dfy < max{dg_pm(z),dg_pmn(y)}
= max{dy(z),dn(y)}
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som gnsket.

For en kant e = zy med ét endepunkt z 1 X” og det andet, y, i
Y\Y” vil der geelde at dg(z) = dg_pn(z)+1, og df (e) = df.(e),
sd at

dp(e) = dpu(e) < max{dg_yn(z), dg_nun(y)}
= max{dy(z),dn(y)}

igen som gnsket.

Tilfeeldet hvor en kant e = zy i H har endepunkt z € X \ X"
og endepunkt y € Y” kan ikke forekomme pga. maerkningsproce-
duren.

For en kant e = xy med endepunkter z € X” ogy € Y”, men
e ¢ M" haves at d},(e) = df.(e) + 1 da orienteringsproceduren
foreskriver orientering fra mindre mod stgrre farvevaerdi i Y-siden.
Hermed haves

dB(e) = d+,,(6) +1< max{dH_Mu(zU), dH_Mn(y)} +1
= max{du(z),du(y)}

idet dp(z) = dg—mr(z) + 1 og du(y) = dag—m»(y) + 1, og det
gnskede er igen opnaet. Bemaerk at argumentet ogsa gaelder selvom
e er en parallelkant til en kant i M"” der ogsa har endepunkter z
og y.

Nu mangler vi blot at undersgge om kanterne i M” og deres
endepunkter opfylder valenskravene. For e = zy € M" medfgrer
orienteringsreglen “fra mindre mod stgrre” i X-siden at

d+ = dH_MH(.CU)
= dH(HZ) —1
< dH(ilj)

< max{dy(z),dr(y)}

som er det gnskede.
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Hermed er (i) bevist. (ii) folger af at orienteringsmetoden fra
beviset for Galvins Saetning blev anvendt i dannelsen af D, og at
beviset for at enhver induceret delgraf af D har en kerne saledes er
det samme som i beviset for Galvins Saetning, hvorefter Lemma 6.1.2
kan anvendes. O

6.3 Totalfarvning

Det folgende er hovedsagligt hentet fra [13, side 86-89)]

Definition 6.3.1. En totalfarvning af en graf G er en tildeling
af farver til alle elementer i V(C) U E(G), sa at nabopunkter
tar forskellig farve, kanter incidente med det samme punkt far
forskellig farve, og punkter der indgér i en kan har farve forskellig
fra kantens farve. Det mindste antal farver der skal bruges til at
totalfarve en graf G kaldes det total-kromatiske tal, x"(G).

Fglgende formodning om de total-kromatiske tal kan nu for-
muleres:

Formodning 6.3.2. For en simpel graf G er
X' <A(G) +2

Et resultat der ligner Formodning 6.3.2 kan nu opnas pa fgl-
gende made:
Givet en graf G kan punkterne i grafen farves med x(G) farver.
Kald maengden af de anvendte farver for C' = {1,... ,x(G)}. En-
hver kant e = zy € E(G), ¢,y € V(G) kan nu tildeles en liste
S(e) af farver ved

S(e) = C\{p(z), o(y)}

-hvor ¢(x) og ¢(y) betegner hhv. farven af z og farven af y. Hvis
|IC| — 2 > X'(G) kan enhver kant e € E(G) saledes farves med en
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farve fra sin liste S(e), og en farvning af hele grafen G er opnéet.
Hermed har vi argumenteret for

Observation 6.3.3. Lad G veere en (multi-) graf. Da er
X"(G) <X'(G) +2
[

Iflg. Brooks’ Saetning (Seetning 2.1.1) er enhver todelt (multi-)
graf By, hvor a + ¢ > 3, A(B, .)-farvelig, og vi har saledes som
konsekvens af ovenstaende og af Galvins Seetning (Seetning 6.1.4)
folgende

Observation 6.3.4. Lad B,. vere en todelt multigraf og scet
A = A(By,.). Da er

X" (Bae) < A+2
0

Bemaerk at Observation 6.3.4 ogsa gaelder for de todelte grafer
Ki og Ky, idet x"(K1) =1<0+2o0g x"(K2) =3 <1+2.
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33

Historisk:

Formodningen X'(G) = x'(G) for alle multigrafer G er den
sakaldte Listefarvningsformodning (eller pa engelsk the List-
coloring Conjecture, LCC') og er fremsat uathaengigt af flere
(Vizing var den fgrste); V. G. Vizing (1975), R. P. Gupta,
M. O. Albertson og K. L. Collins.

Formodningen blev trykt fgrste gang i DB. Bollobas,
A. J. Harris, List-colorings of graphs, Graphs Combin. 1,
115-127, 1985. (Se T. R. Jensen, B. Toft, Graph Coloring
Problems, John Wiley & Sons 1995, side 20.)

J. Dinitz formodede i 1978 at X'(K,,) = n, altsi et spe-
cialtilfeelde af Listefarvningsformodningen. Denne formod-
ning blev bevist F. Galvin i 1995 (se Seetning 6.1.4, Galvins
Saetning, tidligere i kapitlet), og beviset var overraskende
simpelt og byggede kun pa allerede kendte resultater.
Galvins resultat vakte stor opsigt, men alligevel er det ikke
senere lykkedes at vise formodningen for flere klasser af
grafer.
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Kapitel 7

Ulgste problemer og konklusion

7.1 To relaterede problemer omkring (am : m)-
listefarvelighed

Definition 7.1.1. Lad der til en graf G vaere givet to tal,
a,b € N, a > b. Hvis det for enhver tildeling af lister S(v),
v € V(G), af leengde a er muligt at udveelge en delmeengde af
stgrrelse b fra listen for ethvert punkt i G, sd at de udvalgte b-
delmaengder for ethvert par af nabopunkter er disjunkte, siges G
at veere (a : b)-listefarvelig.

Det ses at “almindelig’ k-listefarvelighed kan opfattes som
(k : 1)-listefarvelighed og Definition 7.1.1 er dermed en udvidelse
af det almindelige listefarvningsbegreb.

Et af de eldste ulgste listefarvningsproblemer er fglgende
(fremsat af Erdds, Rubin og Taylor i [1]):

Hvis en graf G er (a : b)-listefarvelig, er G s& ogsa (am : bm)-
listefarvelig?

Man kan veelge en lidt simplere version af ovenstaende:

Ulgst Problem 1. Hvis en graf G er (a : 1)-listefarvelig, er G
sé ogsad (am : m)-listefarvelig?

Ser vi pa specialtilfeeldet m = 2 i Problem 1, kan vi prgve at
lgse denne del af problemet. G vil saledes til ethvert punkt have
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tilknyttet en liste af leengde 2a. Man kunne sa starte med at splitte
listen op i 2 lister af leengde a, for derefter at tildele hvert punkt
et farvepar (g, r) hvor g tages fra forste liste og r fra den anden.
Dette kan gores séat alle nabopunkter z,y € V(G) har forskellige
forstefarver, og forskellige andenfarver:

z:{ q¢ | s }
y:{ r | t }

Dette kunne jo godt ligne en lgsning, idet alle naboer z og y
har faet tildelt farvepar (g, s) hhv. (r,t) hvor ¢ # r og s # t.
Problemet er bare at det ikke kan afvises at f.eks. ¢ = t. Der er
saledes ikke tale om en lgsning, idet del-listerne {q, s} og {r,t}
ikke ngdvendigvis er disjunkte.

Et problem der er naert beslaegtet med Problem 1 er

Ulgst Problem 2. Lad G veaere en graf. Hvis

geelder der sé at G er (kiky)-listefarvelig?

Hvis det blot drejede sig om almindelig farvning i Problem 2
var lgsningen let nok: Da H; og Hs er hhv. k- og ke-farvelige
kan G’s punkter forst ki-farves, og dernaest ko-farves. Ethvert
punkt v € V(G) har nu faet tildelt et farvepar (g,,r,), hvor
g € {1,...,k1} og r, € {1,...,ks}. Dette farvepar kan op-
fattes som en farve i maengden {1,... %k} x {1,...,ko}. Da
{1,...,ki} x{1,...,ko}| = k1ko og da to nabopunkter i G vil
have forskellige farvepar er G saledes kiko-farvelig.
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Hvis nu svaret til Problem 1 var ja, sa at (a : 1)-listefarvelighed
medfgrte (am : m)-listefarvelighed, ville vi have fglgende:

Lad G, Hy og Hy vaere som givet i Problem 2. Da Hy er (ky : 1)-
listefarvelig er Hy ogsé (k1ks : ko)-listefarvelig. For vilkérlige lister
af leengde (k1k2) horende til hvert punkt i G kan man nu udveelge
del-lister af leengde ko, sadan at ethvert par af punkter der er
forbundet med en kant i H;p far tildelt ko-lister der er indbyrdes
disjunkte. Fra hver af ko-listerne kan der nu udveelges 1 element, sa
at ethvert par af punkter der er naboer i Hy far tildelt forskellige
farver. Da nabopunkter i G enten er naboer i H; eller Hs, er der
hermed udvalgt et element fra hver (k1k)-liste sd at nabopunkter
i G far forskellige farver. Da (kik2)-listerne var vilkarlige er G
dermed (kjks)-listefarvelig.

7.2 Listefarvningsfomodningen

Ulgst Problem 3. Er X'(G) = x/(G) ?

Listefarvningsformodningen (LCC) siger at svaret til Problem 3
er ja. Denne formodning har vi beskaeftiget os med i Kapitel 6,
hvor den blev bevist for todelte grafer vha. Galvins Seetning (Saet-
ning 6.1.4).

7.3 Er ¥'(G) = Y'(G) ?

Folgende problem er formuleret som en formodning i [15]:
Ulgst Problem 4. Er X'(G) = x"(G) 7

[ [15] leveres ogsa folgende saetning som skyldes A. V. Kos-
tochka:

Saetning 7.3.1 (Theorem A (b) i [15]). Hvis G er en multi-
graf med maksimumualens A = A(G), sd er

X'(G) < |2A], nir A >4
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Beviset for saetningen angives at veere langt og kompliceret,
men til gengaeld angives ogsa en svaekket version af Saetning 7.3.1
(Hvis G er en multigraf med maksimumvalens A > 2, si er
X"(G) < [2A] 4+ 1) med bevis. Det vil siledes veere naturligt
at prove at finde en gvre graense for X" (G) udtrykt ved A(G), for
at se om formodningen lyder sandsynlig. En sddan generel gvre

granse gives 1

Saetning 7.3.2 (fra Theorem D i [15]). Hvis G = (V, E) er
en multigraf med maksimumuvalens A, sd er

X'(G) < [3A] +2

Formodningen om at X'(G) = x/(G) er séledes ikke helt us-
andsynlig, selvom ovenstaende langtfra er et éntydigt tegn herfor.

7.4 Forholdet mellem farvnings- og listefarvn-
ingsproblemer. Et oplaeg til konklusionen

Stort set alle farvningsproblemer har en listefarvningsvariant, og
lgsningen til et listefarvningsproblem behgver langtfra altid at
ligne lgsningen til det oprindelige farvningsproblem béade hvad
angar metode og resultat.

[ [16] argumenterer Jensen og Toft for at x(G), det listekroma-
tiske tal for en graf G, til trods for sit navne- og notationsmaessige
sleegtskab med det kromatiske tal x(G), er en helt anden slags
graf-invariant end det kromatiske tal.

Jensen og Toft ser pa fglgende saetning af N. Alon og en kaede
af uligheder:

Satning 7.4.1 (Theorem A i [16]). Der cksisterer en funk-
tion f : N +— N, sd at for enhver graf G er

max av.degree(H) < f(X(G)) (7.1)
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Ovenstaende saetning medfgrer at hvis maxgcg av.degree(H)
gar mod uendelig, vil X(G) ogsa ga mod uendelig. Keaeden af ulige-
heder er

maxd(H) + 1

HCG

< maxav.degree(H) + 1
HCG

(G)+1

(7.2)

IA
>

De tre midterste invarianter er som fglge af Seetning 7.4.1 og (7.2)
enten alle begraensede eller alle ubegraensede. Betragt nu grafen
bestaende af alle punkter i planen, hvor to punkter er forbundet
hvis og kun hvis de har afstand 1 til hinanden. Dette er enhedsaf-
standsgrafen i planen G, og det vides at 4 < x(G) < 7. Man kan
nu spgrge om X(G) er endelig eller uendelig (et problem fremsat
af D. Johnson Jr.). Det viser sig faktisk at X(G) ikke er endelig.
Thi der kan konstrueres en folge GG4 af delgrafer af G ved fglgende
algoritme:

Lad Gg veere en 4-kreds som er en delgraf af G. Kopieres Go
og skubbes kopien en distance pa 1 i en vilkarlig retning, og
forbindes kopihjgrnepunkterne med deres origanalpunkter, opnas
en 3-regulaer delgraf G5 af G. Sadan fortseettes der med dannelse
af G4 udfra G4—1. Via. induktion opnas en endelig, d-regulaer del-
graf G4t af G.

Denne konstruktion viser at G indeholder endelige delgrafer,
G4, med vilkarligt stor minimumvalens, og dermed vilkarligt stor
maxgca, 0(H). Dette betyder ifplge Seetning 7.4.1 at G ogsa in-
deholder delgrafer med vilkarligt stort listekromatisk tal. G kan
saledes ikke selv have endeligt listekromatisk tal. ]

1G4 kaldes den d-dimensionale terning.
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7.5 Konklusion

[ dette speciale viser visse resultater og observationer, bl.a.
Brooks’ Seetning (Saetning 2.1.1) og betragtningen af farvning som
specialtilfeelde af listefarvning, at X(G) opferer sig som x(G),
mens andre resultater, sdsom forskelligheden af det listekroma-
tiske tal og det kromatiske tal for todelte grafer og for visse plane
grafer, antyder at ligheder mellem ¥(G) og x(G) slet ikke er det
typiske.

Iseer eksemplerne med 2-kromatiske (todelte) grafer der kan
have vilkarligt hgjt listekromatisk tal i Kapitel 3, og konstruktio-
nen af den d-dimensionale terning, der medfgrer ikke-endelighed af
det listekromatiske tal for enhedsafstandsgrafen i planen i forgadende
afsnit, viser gravérende forskelle (endelighed og ikke-endelighed)
pa de to invarianters talmaessige opfarsel.

Ogsa pa bevissiden er der forskelle; her taenker jeg pa C. Thomassens
ubesveaerede og elegante bevis for 5-listefarvelighed sammen med
M. Voigts, om ikke enkle, s& overkommelige pavisning af eksis-
tensen af en plan graf der ikke er 4-listefarvelig, i kontrast til
K. Appels, W. Hakens og til dels J. Kochs bevis for 4-farvessetningen
som inkluderer den kontroversielle anvendelse af computerassis-
tance (se [10], 273-274). Dette er séledes et eksempel pa et liste-
farvningsproblem der ikke blev naer s gammelt som det tilsvarende
farvningsproblem?.

[ afsnit 7.1 fremstilles et hidtil ulgst listefarvningsproblem,
Problem 2, hvis farvningspendant er nem at lgse.

Den stgrre kompleksitet af listefarvning i forhold til farvning,
og det faktum at det listekromatiske tal har egenskaber der ligger
teet op ad valensrelaterede grafinvarianters egenskaber, er saledes
staerke grunde til at opfatte X(G) som en anderledes grafinvariant
end x(G), og ikke blot som en variant heraf.

24-farveproblemet formuleres fgrste gang i 1852 i et brev fra Augustus de Morgan, se
[10], s. 270.



Notation og symbolliste

den tomme graf

kreds med n punkter
komplet graf med n punkter
sletning af punkt

sletning af kant

fjernelse af delgraf

tilfgjelse af kantmaengde
tilfgjelse af punktmaengde
forening af grafer

valens af v i G

udvalens, indvalens
nabomaengden til v
maksimumvalens
minimumvalens

det kromatiske tal

det kant-kromatiske tal

det total-kromatiske tal

det liste-kromatiske tal

det kant-liste-kromatiske tal
det kant-total-kromatiske tal
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